Draft poznamok k predmetu
Moderna Aplikovana regresia 1

Tento dokument je predbezny a nedokonceny, nesirte ho, prosim. Budem ho priebezne upravovat. Jeho ambiciou je
podat struény prehlad a okrem toho doplnit a dovysvetlit niektoré ¢asti v [Farld], sim o sebe je preto len tazko

Citatelny.

Lukas Lafférs*
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1 Uvod

Na zaciatku akejkolvek datovej analyzy by sme sa mali zamerat na data. Je uzito¢né konzultovat dany
problém s odbornikom v danej oblasti. Predtym, ako sa pustime do Statistického spracovania dat, sa
pytame (nielen) nasledovné otéazky.

e Akym sposobom boli data zbierané? Napr. telefonicky prieskum, vystup meracieho pristroja,
internetovy prieskum. To, ¢ ide o ndhodnu vzorku alebo nie, ma obrovsky dopad na analyzu
dat. Zlatym Standardom je experiment, avSsak v mnohych pripadoch (najmé - ale nielen - v
ekonomickych aplikdciach) nie st data ndhodnou vzorkou. Existuji aj chybajuce pozorovania?
AkK4 je povaha dovodu chybania? Ludia, ktori odmietnu odpovedat na volebny prieskum, méozu
byt vyrazne ini ako ti ktori odpovedaji a toto moze viest ku skreslenym vysledkom.

e Co ktoré premenné znamenaji? V akych jednotkach st premenné? Odpovede na tieto otazky
potrebujeme poznat ¢o najpodrobnejsie, nema zmysel pustat sa do hlbsich uvah, ak nerozumieme,
s ¢im pracujeme.

e Ak4 je otazka, na ktord chceme odpovedat? Moze ma zaujimat pochopenie akéhosi fenoménu
alebo ma moze zaujimat predikcia (pocasie, finan¢éné trhy). Problémom je tiez, ze ak sa budeme
divat na data dostatocne dlho, moézeme tam nie¢o najst, napriek tomu, Ze tam ni¢ nie je a to ¢o
vidime je len vysledkom nahodnej variacie.

e Existuju v stbore dat chybne zaznamenané data? V kolonke vek mozete najst "Banské Bystrica".

Pri spolupraci klienta s aplikovanym Statistikom je velmi dolezitd komunikacia. Musime poznat
potreby klienta, pochopit kostru sktimaného problému a zvolit vhodny $tatisticky model (Castokrat
jednoduchsi model je presvedéivejsi). Dalej musime vediet interpretovat vysledky a obh4jit vhodnost
vol'by modelu.

1.1 Data

Nesmierne dolezitym néastrojom na komunikéciu je vizualizécia. Dobre zvoleny obrazok vie ¢astokrat
odkomunikovat viac ako mnoho tabuliek.

Ako prvé sa pozrieme na hrubé data. Hladame nejaké chybne zaznamenané data alebo podozrivo
velké a malé hodnoty. Sumarne Statistiky nam tiez mozu pomoct odhalit chyby. Napr. v datach méZzeme
vidiet mnoho pacientov, ktorf maji zaznamenany diastolicky krvny tlak nula. Tu je nula nezmyselné a
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zrejme len koduje chybajtice pozorovanie. Bez toho, aby sme sa pozreli na sumarne Statistiky, by sme
na toto nemuseli prist a dospeli by sme ku chybnym zaverom.

Dolezité je rozliSovat numerické a kategorické premenné. Ak si neddme pozor, budeme pocitat s
nezmyselnymi Statistikami ako napriklad priemerné PSC.
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Obr. 1: Histogram, vyhladneny jadrovy odhad hustoty a graf usporiadanych dat. (Zdroj: |[Farl4])

Pri histograme musime zvolit Sirku a pocet "chlievikov", pri odhade hustoty zasa mieru vyhladenia.
Z posledného obrézka mézeme vycitat diskrétnu povahu dat.

Na skimanie tvaru pravdepodobnostnej distribiicie nam moéze pomoct QQ-plot. Porovnava nejaki
dopredu dant teoreticki distribuiciu (napr. normélneho rozdelenia) s empirickou distribuciou ziskanou
z datovej vzorky. Mozeme napriklad porovnat, ¢ nasa datovej vzorka je viacej naklonené dolava alebo

¢ mé tazsie alebo I'ahsie chvosty ako teoretickd distribucia.
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Obr. 2: QQ-plot pre rézne tvary distribucii, vlavo priemerny QQ-plot, vpravo QQ-plot pre konkrétnu
datova vzorku (Zdroj: http://stats.stackexchange.com/questions/101274 /how-to-interpret-a-qg-plot)

1.2 Exploratérna analyza dat

Exploratérna analyza dat je o tom, ako daleko sa dostaneme v skiimani dat bez akéhokol'vek Statistic-
kého modelu. Kniha Johna Tukey-ho [Tuk77| je Standardnou referenciou.



1.3

Zakladné principy vizualizacie dat

Sumérne Statistiky neodpovedaji na vsSetky otazky. Castokrat je lepSie ukazat celu distribuciu.
Na druhej strane, pre normélne rozdelené ndhodné premenné si stredna hodnota a variancia
postacujice Statistiky, teda zahriuju kompletn informaciu o pravdepodobnostom rozdeleni.

Je uzito¢né zobrazit surové data. Surové data su postacujicou Statistikou akejkolvek datovej
vzorky.

Kazdému datovému bodu zodpoveda jedna machula atramentu a dalsie pridavame len ak nam
pomozu pochopit nie¢o nové.

Dobra vizualizacia ukaze na problém v datach, moment prekvapenia. Clovek sa nieco dozvie len
z obrazku.

Graf by mal byt samovysvetlujtci, ak niekto necita cely text ale padne mu zrak len na obrazok,
mal by pochopit, ¢o ten obrazok hovori. Preto nesetrime déslednym oznacenim, ¢i vysvetlenim,
najma ak je pouzity nejaky komplexnejsi model.

Vyhybame sa zbyto¢nej sumarizacii, najma cez zdroje varidcie.

Farby lepSie vyniknii na tmavsom podklade ako na ¢isto bielom.

Farby sa zvacSa pouzivaji na vysvetlovand premennt, nie na prediktory.

Individudlnym vystupom rozumieme na zaklade porovnévania podobnych objektov.

Pokial to je mozné, je lepSie ukazat radSej surové data. Nasledujuci priklad ukazuje, Ze vyrazne
rozdielne distribtcie mozu zdielat tie isté sumarne Statistiky. Specialny zly je napr. "dynamitovy graf",
ktory zobrazuje strednti hodnotu a smerodajnt odchylku.
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Obr. 3: Dynamitovy graf je rovnaky pre vyrazne rozne distribucie. Preco zahadzovat informaciu? Zdroj:
http://biostat.mc.vanderbilt.edu/ wiki/pub/Main/TatsukiRcode/Poster3.pdf

Mnoho zaujimavych principov vizualizacie dat najdete v [Donll].
Naviac, v programovacom jazyku R existuje vynikajtuca kniznica na produkovanie obréazkov ggplot2
[Wic09].

1.4

Priklad z historie

V minulosti potrebovali namornici spolahlivé spdsoby, aby zistili svoju polohu. V 18. storo¢i nemalo
vela namornikov GPS navigécie a taktiez satelitov nebolo tolko ¢o dnes. Zemepisnu Sirku vedeli uréit



pomocou Polarky, so zemepisnou dlzkou to bolo tazsie. Tobias Mayer na to chcel pouzit informéciu o
polohe kratera Manilius na mesiaci. Po pouziti réznych geometrickych identit a zanedbani faktorov,
ktorych vplyv je maly, dospel k linedrnemu vztahu (detaily aj cely pribeh v [Sti86])

arc = 0 + asinang + ycosang,

kde 3, o,y st nezname parametre, ktoré potrebujeme na to, aby sme z polohy kratera zistili zeme-
pisnt dizku, a arc, sinang a cosang si pozorované veli¢iny. Mayer mal k dispozicii 27 pozorovani
a potreboval odhadniut 3 nezname parametre. Veli¢iny st pozorované s chybou a pri odvodeni sme
zanedbali "malé" ¢leny, preto neexistuje trojica parametrov tak, aby 27 rovnic platilo presne. Co urobil
Mayer? Rozdelil si 27 pozorovani do 3 rovnako velkych skupin podla toho, ako velmi rézne boli hod-
noty sinang. V kazdej skupine scital vseky pozorovania a potom riesil sustavu 3 linearnych rovnic o
3 neznamych.

Legendre publikoval v roku 1805 metédu najmensich stvorcov. Namiesto arbitrarneho zoskupovania
pozorovani do roznych skupin explicitne zaviedol chybovy clen e;,

arc; =  + asinang, + ycosang, +¢;, pre i=1,..,27

a navrhol zvolit parametre 3, o,y tak, aby boli minimalizované Stvorce odchyliek 212; e2. To, preco je
toto dobry népad, sa dozvieme neskor.

1.5 Preco sa regresia vola regresia

Vysoki rodi¢ia maji vysoké deti, nizki rodi¢ia maja nizke deti. V priemere. Otazkou teraz je, ¢i najvyssi
celkom.
Galton sa v roku 1875 pozrel na to, ako vyska rodicov predikuje vysku deti.

childHeight = a + midparent + e,

Model ¥y = a + Bz + €, kde parametre st odhadnuté metdédou najmensich Stvorcov vieme upravit
na Z;Di =rgp, kde r je korelacny koeficient medzi = a y.

Mozno by sme si boli mysleli, Ze rodic¢ia, ktori sii o jednu Standardnti odchylku vyssi ako priemer
rodic¢ov, maju aj dieta, ktoré je o jednu Standardni odchylku vyssie ako priemerné dieta, To by vsak
znamenalo, ze r = 1. Parametre «, 3, ktoré zodpovedaji r = 1, st oznacené prerusovanou ¢iarou.

Galton toto pozorovanie nazval regression to mediocrity (navrat k priemernosti) a odtial méame
nazov regresia, ktory pouzivame dodnes.

Tento efekt je sposobeny tym, ze vyska rodicov je sice faktor, ktory ovplyviuje vysku deti, avsak
nie je jediny! Je to ¢iastocne sposobené aj ndhodnou kombinaciou génov, spésobom zivota, prostredim.
Dieta, ktoré je najvyssie v skupine, skratka mohlo mat "stastie".

Tento efekt sa vyskytuje v mnoho roznych oblastiach a ¢astokrat zostava nepovsimnuty. Cudujeme
sa, Ze Sportovcom, ktorym sa velmi dari jeden rok a dalsi rok sa im dari len dobre. Alebo, Ze Studenti,
ktori mali najhorsie vysledky, sa najviac zlepsili (preto hodnotenie 8kol len podla toho, ako velmi sa
zlepsili, nie je dobry néapad).

Vynosnost firiem v konkuren¢nom prostredi je v priemere konstantné, teda ak sa firme dari velmi
dobre, méZeme ocakavat, ze v budicnosti sa jej moze darit o kus blizsie k priemeru. Ked toto ukézal na
obrovskom mnoZstve dat v roku 1933 Secrist vo svojej knihe [HS33], recenzent Hotelling to skomentoval
ako “proving the multiplication table by arranging elephants in rows and columns, and then doing the
same for numerous other kinds of animals” [SHR*34].

Ak zavedieme rychlostné kamery na miesta, kde nastava vela nehod, ale neberieme do tvahy regres-
sion to mediocrity efekt, velmi pravdepodobne precenime efekt zavedenia kamier.
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Obr. 4: Vysoki rodi¢ia maju v priemere vysoké deti ale nie az tak velmi, ako st oni sami vysoki.



2 Odhadovanie

Predtym, ako sa zaCneme zamyslat nad tym, ¢o je rozumny sposob odhadovania nezndmych para-
metrov, musime si uzrejmit, ¢o je to model. Modelom nazyvame mnozinu predpokladov tykajicich sa
nahodnych premennych, ktorych datovi vzorku pozorujeme. Tieto predpoklady moézu byt rozumné
alebo nerozumné a mozu byt testovatelné alebo netestovatelné.

Dobry model je ako dobra mapa, popisuje doélezité aspekty premennych a vztahov medzi nimi, ale
zéroven nie je zbytocne (a Castokrat nespravne) podrobny. Vhodnost modelu je posudzované na zaklade
ucelu pouzitia. Model na predikciu musi dobre predikovat a model na vysvetlenie nejakého fenoménu
ho musi zrozumitelne a déveryhodne vysvetlit.

Jeden z predpokladov modelu méze byt akasi funkéna zévislost medzi premennymi. Niektoré z tychto
premennych mozu byt aj nepozorované. O tych musime zvac¢sa povedat aj ¢osi viacej, aby bol nas model
uzito¢ny. Napr. majme nasledujicu funéni zavislost medzi porozovanymi nadhodnymi premennymi Y a
X1, X5, X3 a nepozorovanou ndhodnou chybou e.

Y = f(XlaXQaX?)) + €,

o chybe e véi¢sinou predpokladédme, Ze je ndhodna, teda, Ze nie je systematicky ovplyvnend premennymi
X1, Xy, X3, ¢o moze byt, ze € je nezéavisla od (X, Xo, X3) alebo slabsiu verziu nulovej podmienenej
strednej hodnoty a teda, ze FE(e| X1, X, X3) = 0.
Co to znamena, ze je model linearny? Myslime tym, Ze funkéna zavislost medzi Y a X je linearna
v parametroch. Teda, zdanlivo paradoxne, mozeme pomocou linedrneho modelu modelovat aj prudko
nelinearne vztahy
Y =P+ X + foX? + B3log X +e.

Niektoré funkéné zavislosti vsak nemozu byt zapisané ako linearne v parametroch, napr.
Y =B+ AX” +e
niekedy vSak transformécia pomoze k linearizacii, napr.
Y = [ XPe  —  log(Y) = log(By) + Bilog(X) + log(e) = B + B log(X) + log(e).

Linearny neznamené nutne jednoduchy, ako by sa mohlo zdat. Linearny je len v parametroch a linearny
model moze dobre vysvetlovat rozne nelinearne zavislosti medzi premennymi.
Akym spésobom mozeme dospiet k modelu?

o fyzikalnou teoriou - teda, napriklad vieme, ze dlzka pruziny je proporcialna hmotnosti zavazia,
e skusenostou z predoslych modelov,
e pozeranim na data a skdSanim.

Déta je uzitocné zobrazovat v maticovej forme.
Funkéni zavislost

Yi = Bo + Bz + Baio + B3xis + €

pre ¢ = 1,...,n vieme napisat v maticovej forme nasledovne
y=XpG+e,
kde
hn Lz @2 213 Bo €1
Y2 L w1 o2 T3 B €2
y = Y X = ) /8 = /6 Y €=
2
Yn 1 Tpnl Tn2 Tn3 63 €n

Pozorovani mame n, no k dispozicii len 4 parametre. Ako rozumne zvolit vektor 57 Jeden spdsob

sme uz uviedli, a to navolit ich tak, aby > i, € = e’ e bolo o najmengie.



Chceli by sme, aby systematicka ¢ast X 3 bola ¢o najblizsie y a ndhodna zlozka € bola ¢o najmensia.
Vektor y je bod v n-dimenzionalnom priestore, avSak ten sa nenachadza (alebo nemusi nutne naché-
dzaft) v p dimenzionalnom priestore, ktory je generovany stipcami matice X . Minimalizovanim 3tvorcov
odchyliek vlastne minimalizujeme euklidovskt vzdialenost vektora y od podpriestoru generovaného
stipcami matice X.

Minimalizujeme e’'e = (y — X3)T(y — X3). Zdiferencovanim cez 3 dostavame podmienky prvého
radu pre extrém:

XTXp3=XTy.

Ak je XTX invertovatelns, tak mame § = (X7X)"'XTy. Potom § = X = X(XTX)"'XTy = Hy.
Maticu H nazyvame aj hat matrix a je maticou ortogonélnej projekcie do priestoru generovaného
stlpcami matice X. Projekéna matica je symetrickd (H = H') a idempotentna (H = HH). Nakolko
minimalizujeme Stvorce odchyliek modelu od skuto¢nych hodnét y, tato odhadovacia metoda sa nazyva
metoéda najmensich Stvorcov (MNS alebo v anglictine ordinary least squares (OLS) method).

y in n dimensions — Residual in
”\ n~p dimensions
| L
Space spanned by X k Fitted in p dimensions

Obr. 5: Geometria metody najmensich §tvorcov (Zdroj: [Farl4])

Teraz mame analytickt formulu na vypocet MNS odhadcu B, avsak ak chceme B vypocitat, nerobime
to priamo, to by bolo totiZto numericky velmi neefektivne a nestabilné, invertovanie matic je totiz
numericky narocné.! Nechame, nech to urobi za nas R , ktoré na to pouzije QR-rozklad matice X. QR

. . R .
rozklad je zalozeny na tom, ze matica X sa rozlozi na X = @ < 0 ), kde @ je ortogonélna n x n
matica, R je horna trojuholnikova matica a 0 je (n — p) X p matica.

2

Rss = (5-X8)"(r-X8) = ly-X51 = "y-a"xs1 = ||( 1) = (1§ )| =1ur-rareipe

takZze rezidudlna suma Stvorcov moze byt minimalizovana riesenim hornej trojuholnikovej sistavy, ¢o
je numericky vyhodné.? Tymto sposobom sa vyhneme priamemu invertovaniu matice X7 X, ¢o je ne-
stabilné a numericky neefektivne.

2.1 Gauss-Markovova veta

Teraz sa dozvieme, preco je MNS velmi rozumné vol'ba vektora parametrov (.

e Je geometricky zrozumitelné.

e Ak su chyby {¢;} nezavislé a normélne rozdelené s rovnakou varianciou, potom je to aj odhad
metoédou maximalnej vierohodnosti (maximum likelihood estimator).

!Na invertovanie matice p x p pomocou Gauss-Jordanovej eliminacie potrebujeme radovo p® operacii.

20znacime QTy = ( ! )

r



e Je najlepsi (v zmysle najmensej variancie) odhad z triedy nevychylenych linearnych odhadov. (o
tomto je GM veta)

Co to znamena nevychyleny? F (B) = (. To znamené, ze ndhodny vektor B je centrovany okolo
skuto¢ného, ale nam nezndmeho vektora /.

Co to znamena linearny odhad? To znamen4, Ze sa d4 napisat ako Ay, teda linedrna kombinacia y.
V pripade MNS je to A = (XTX) ' X7

Co to znamena najlepsi v zmysle variancie? To znamen4, Ze pre hocijakii kombinéciu ¢ 8 ma CTﬁ
najmensiu moznu varianciu. A to je fajn, lebo pre odhadcu je lepsie, aby bol ¢o najpresnejsi (¢o najmenej
variabilny), aby mal ¢o najmensiu varianciu.

Gauss-Markovova veta: Nech F(e) = 0, nech var(e) = o*I a nech E(y) = Xf. Dalej nech
U = '3 je odhadnutelnd funkcia, teda nech existuje linearna kombinacia a®y taka, ze F(a” y) = c!'B pre
vSetky . Potom spomedzi vSetkych linedrnych nevychylenych odhadov ma odhad U =3 najmensiu
varianciu a takyto (linearny a varianciu minimalizujuci) odhad je jednoznacne urceny.

Dokaz Gauss-Markovovej vety: Nech a’y je nevychylenym odhadom ¢’ 3 (za¢neme linedrnym
a nevychylenym odhadom neznameho parametra ¢’ 3, lebo o inych odhadoch GM veta ani nehovorf),
takze VB3 : E(a'y) = a"E(y) = a¥ X3 = '3, a preto a’ X = ¢T'. Preto ¢ musi lezat v podpriestore
generovanom stipcami matice X7, a teda aj v podpriestore generovanom stipcami matice X7 X, a preto
musi existovat (nejaké) A také, ze ¢ = XTX\. TakZe dostévame, Ze pre nas MNS odhad ¢ 3 plati:

TB=ATXTXB=ATXTX(XTX) ' XTy = \TXTy.
Zoberme si teraz hocijaky linearny odhad a’y a pozrime sa na jeho varianciu

var(ay) = var(a"y — "B+ T B) =
var(a’y — AT Xy + CTB) =

= var(aTy — \TXTy) + var(c"3)+
2cov(a’y — N X Ty, \TXTy).

Posledny ¢len
cov(a®y — X' X7y, \TXTy) =
(a¥ = ATXT)o?IX )\ =
(a"X = N XTX)o? I\ = (¢! — "o TN =0,

preto
var(a’y) = var(a’y — AT XTy)

+var(c'B) > var(c'B).

Co sa jednoznac¢nosti tyka: rovnost nastane, ak var(a’y — AT XTy) = 0, a teda ak a” = AT XT. Toto
viak znamend, Ze a’y = AT X7y = ¢I'B. Teda rovnost nastava, ked a’y = c?' 3, preto je linearny a
varianciu minimalizujtci estimétor jednoznac¢ne urceny. [

Takze ak plati linearny model, chyby e st nekorelované a maji rovnaku varianciu, MNS je velmi
rozumny spoésob odhadovania parametrov.
A ¢o ked predpoklady GM vety neplatia? Toto bude neskor:

e Ak maju chyby nerovnaku varianciu alebo ak st navzajom korelované, mozeme pouzit zovseobec-
nenu metédu najmensich stvorcov.

e Ak ma distribucia chyb prili§ tazké chvosty, tak je zvac¢sa rozumné pouzit robustni regresiu, ktora
je nelinedrna v y.

e Ak st stlpce matice X velmi korelované, potom néas mozu zaujimat vychylené estiméatory (maju
mensiu varianciu ako nevychylené).



2.2 Miera vhodnosti fitu

Ako dobre fituje nas model déata? Uzito¢na metrika, ktora toto vyjadruje jednym c¢islom, sa nazyva
koeficient determinacie alebo R2. Je definovany nasledovne:

> (v — 4i)? 7SS’

RSS je skratka pre residual sum of squares a TSS je skratka pre total sum of squares. Da sa ukazat, ze

> oY — 9:)*
> (Y — Ui)?
Teda R? je korel4cia (miera linedrnej zavislosti) na druhi linearneho prediktora y a samotného y.
Co je velké a ¢o je malé R? zalezi od aplikacie. Kym vo fyzike to bude velké ¢&islo (napr. 0.95), v
ekonomii vztahy medzi premennymi nepozname a je tam vela Sumu. Ako vzdy ked mame Cosi zlozité

(data) reprezentované len jednym ¢islom, tak je to skreslujice. Tu je obrazok 4 datasetov s rovnakym
R%.

R? = (cor(j,y))* =

° .
o | * o
— . -—
- L ]
{s} - Se © : ae®
-0 o [ .
= . . o c‘l : ¢
. ., ;. @ . .
o N -:
o . o
: .
N . N
T N
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
x1 x2
. g )
.
o .
-] .o
';. = .
. =]
.y .
'. [ ]
23 $’ Lo
[ ] L] L ]
. * .
* ol . *
S| e o
e .0" e
of o®
. — “e
T T T T T T D‘ T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
x3 x4

Obr. 6: Rovnaké R? pri vyrazne roznych datasetoch. (Zdroj: [Far14])

V ¢om je teda R? skreslujiice? V tom, Ze hovori o kvalite linearneho fitu. Avsak v uré¢itych situaciach,
najma ak data vykazujua vyrazné nelinearity, toto nie je zaujimava informacia. Podobne outliery vyrazne
skresI'uji vypovednii hodnotu tohto &isla. Na R? sa teda budeme pozerat ako na mieru mechanického
fitu a nebudeme nutne podla neho posudzovat kvalitu modelu.

Hodnote R? sa vagne hovori aj percento vysvetlenej variacie v y



2.3 Identifikovatel'nost

Ak matica X7 X nie je invertovatelna, tak potom neexistuje unikidtna hodnota, ktora minimalizuje
sumu Stvorcov chyb. Nastane to vtedy, ked stlpce matice X su linearne zéavislé, takze nejaky prediktor
je linearnou kombinaciou inych prediktorov. To sa stane napriklad ked:

e Mame vela prediktorov a kus neporiadok v nich a stane sa, Ze mame ten isty prediktor (ale
napriklad v inych jednotkach) dvakrat.
e Mame viac premennych ako pozorovani, teda ak p > n.

Koncept identikacie alebo identifikovatelnosti je zlozitejsi a ide o to, ¢i Statisticky model dokopy s distri-
biciou pozorovanych veli¢in jednoznac¢ne urcuje parameter. Napriklad ak poznam pravdepodobnostnu
distribuciu (y, X) a zaroven stlpce matice X nie st kolinearne, potom parameter 3 v linearnom modeli
je jednoznacne urceny.

2.4 Ortogonalita

Ak st stlpce matice X ortogonalne, potom hodnoty parametrov nie si citlivé na to, ktory prediktor
figuruje alebo nefiguruje v regresii. Z regresie

Y =XB+e=X 01+ Xof2+¢

dostaneme rovnaké f3; ako z regresie
Y=X 1 @1 + €.

Toto je uzito¢né najma vtedy, ked chceme parametre nejako interpretovat. Predsa len; je neprijemné,
ak sa po pridani dalsieho prediktora vyrazne zmeni hodnota ostatnych parametrov. Na druhej strane
je to signalom toho, ze predosly model nebol dobry.
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3 Statisticka inferencia

Doteraz sme si hovorili o tom, ako odhadnut parametre linedirneho modelu. Vysvetlili sme si, preco je za
urcitych podmienok odhad metédou najmensich Stvorcov rozumnou vol'bou. Zatial vSak nevieme nic o
pravdepodobnostnom spravani takychto odhadcov (estimétorov). Tym padom ani nevieme, ako velmi
presné alebo nepresné su tieto odhady, teda ako velmi moéZzeme tymto ¢islam doverovat. Cim je nasa
datova vzorka vacsia, tym presnejSie nase odhady budi.

Budeme predpokladat, ze chyby € stt normalne rozdelené, doteraz sme predpokladali, Zze st nezéavislé
a rovnako rozdelené , Ze maji strednti hodnotu 0 a rovnaki varianciu. Dokopy to déva e ~ N (0, 0*1)
a nakol’ko y = X8 + ¢, dostavame y ~ N (X3, 0%I).

To, ze my predpokladéame, Ze chyby st normalne rozdelené este neznamené, ze je to pravda. Je to
predpoklad, je to prostriedok na to, aby sme si spravili (dufajme Ze) uzito¢ny model. MéZeme sa pozriet
na odhadnuty model a vidim pomocou QQ-plotu, ze odhady chyb, teda rezidua, vobec nevyzeraju byt
normalne rozdelené. Normalita je vyhodnéa v tom, Ze odhad MNS je potom odhad metédou maximum
likelihood, teda je v istom zmysle optiméalny. Normalita je prirodzene vysledkom centralnej limitnej
vety, vieme, Ze pre iid premenné sa priemer sprava pre velka datova vzorku stéle viac a viac ako
normélne rozdelenie.> Poznamenajme, ze Gauss-Markova veta nepotrebovala predpoklad normality.
Predpoklad normality vSak robi MNS odhad optimalny z ovela vicsej triedy odhadcov ako len linearne
a nevychylené.

Za predpokladu normality teda dostavame:

B=XTX)XTy ~ N (8,(XTX)0?).

Predstavme si, ze chceme testovat hypotézu, ¢i data pochadzaju z akéhosi "malého"modelu w, ktory
je Specialnym pripadom velkého modelu €2, napriklad, Ze v malom modeli je menej prediktorov, teda
niektoré komponenty vektora parametrov £ st nulové. Vacsi model 2 bude vzdy lepsie fitovat data ako
maly model w, ale ak budia rozdiely malické, preferujeme mensi model, lebo je jednoduchsi. Toto je
zobrazené na obrazku Tfigure.7.

veltov veziom
ﬂ vocsteno mod&ev\

S Vet rezoll
/ wendelo wudlel e

) QTR

Obr. 7: Geometria najmensich stvorcov (Inspiracia: [Farl4|)

Fit moézeme merat velkostou RSS, takze napriklad

RSS, — RSSq
RS Sq

3Hovorime, Ze konverguje podla distribtcie k normalnemu rozdeleniu.
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vyzera ako rozumné testovacia Statistika. D& sa ukézat, Ze je to Statistika testu pomocou pomeru
vierohodnosti (likelihood ratio statistic).

Nasledujuca kvantita ma, za predpokladu normality, F' rozdelenie s (p — ¢) a (n — p) stuphami
volnosti.

(RSS, — RSSq)/(p — q)

B = T RSSan-p)
(RSS, — RSSo)/(dfo — df) .
RSSo/(dfo) prenee

kde n je velkost datovej vzorky, p je pocet parametrov vo velkom modeli €2 a ¢ je pocet parametrov v
malom modeli w. Hodnoty df,, = n — q a dfq = n — p oznacuju pocet stupiiov volnosti v. modeloch.

Ako vyzeraju rozlicné hypotézy, ktoré moézeme testovat?

Testovanie vyznamnosti vSetkych prediktorov naraz

Hy:B1=0y=...=8,.1=0

Tu porovnavame velky model 2 so v8etkymi prediktormi a "hlupy"model len s konstantou (null
model). Testovacia Statistika mé nasledovna formu:

(TSS - RSS)/(p—1) _ ,

F = An—p-
RSS/(n — p) p=ln=p

Testovanie vyznamnosti len jedného konkrétneho prediktora

Testujeme hypotézu, ¢i efekt i-teho prediktora je Statisticky vyznamny:
H() . 57, =0.

Testovacia Statistika ma tvar

~

_ b

se(B;)
Poznamenajme, 7e t7 ~ Fy,_,. Pokial n je dostatocne velké, tak je t-rozdelenie velmi podobné nor-
malnemu kritickd hodnota obojstranného testu na hladine vyznamnosti 95% je priblizne 2.

i ~ tn—p-

Testovanie vyznamnosti viacerych prediktorov

Moézme testovat hypotézu, ¢i je efekt i-teho a j-teho prediktora rovnaky:

Ho: 8 =p;=0
Testovacia Statistika ma tvar:

(RSS,, — RSSa)/(2)

B = T RSSaln—p)

~ F27n_p :

Testovanie vyznamnosti viacerych linedrnych restrikcii na parametre modelu

Vieme testovat vselijaké restrikcie, napr.

Hy : B = B,

ide len o to Sikovne si zvolit ten mensi model, v tomto pripade to bude:

Y= BO"‘ﬁr(xl +372) + Baxz + ... —l—ﬁpm'p—l—e,

a znova skonstruovat F' Statistiku rovnako ako vo v8eobecnom pripade.

12



3.1 Permutacny test

Co ked nase chyby nie st normélne rozdelené, resp. datova vzorka nie je dostato¢ne dobra na to, aby
centrilna limitna veta pomohla urobit estimator dostatoéne podobny norméalnemu rozdeleniu.

Predstavme si, Ze chceme otestovat nulova hypotézu Hy : f; = ... = B,-1 = 0. To znamena, Ze pre-
diktory vobec nepomozu s predikciou y. To znamend, Ze ked nahodne zamieSam (spermutujem) vektor
y, tak potom F' Statistika bude mat stale také isté rozdelenie. Tymto sposobom moézem nasamplovat
vela realizacii F Statistiky, dostanem odhad distribucie tejto Statistiky za platnosti nulovej hypotézy.
Teraz sa pozriem na moje pévodné data a ta jednu jedinu realizaciu F Statistiky ¢o mam. Pozriem sa,
ako velmi je extrémna oproti "nasamplovanej"distribucii.

3.2 Akym sposobom sme ziskali datovi vzorku?
Z nasej datovej vzorky sa chceme ¢omusi priucit o celej populacii.

e Nahodna vzorka - toto je zlaty standard, v medicine Standardom, v socialnych vedach vynimkou.

e Nenahodné vzorka - niektori pacienti odmietnu liecbu, mozno na to maji nejaké dovody, ktoré
sposobuju, ze liecba by na nich mala iny efekt ako na priemerného pacienta.

e Sample of convenience - niekedy vzorku nevyberame nahodne ale podla nejakého mechanizmu o
ktorom verime, Ze nemé efekt na kvalitu vzorky.

e Cela populécia - tu nie je ani treba ziadnu Statisticki inferenciu a staci popisat ¢o vidime v datach.
Na druhej strane, Statisticky test moze mat interpretdciu ako modelovanie pravdepodobnosti
vyberu nasej populacie z akejsi mnoziny alternativnych svetov.

3.3 Konfiden¢né intervaly

Konfidenény interval pre neznamy parameter [; je mnozina hodnoét parametrov c, ktoré by neboli
zamietnuté v teste Hy : B; = c pri fixnej hladine vyznamnosti. Pre skalarny parameter (; je to

Cr* = [Bz — tgla—/;)Se(Bz‘),Bi + t;a_/?se(@)],

kde tgl_/i) je (a/2)-percentny kvantil Studentovho t-rozdelenia s (n — p) stupnami volnosti.

Konfidené¢ny interval je spravidla kvalitnejsi typ informacie ako samotna p-hodnota nejakého testu.
Korektna interpretécia je vsak doélezita. Konfiden¢ny interval je nahodny interval, ktory méa nasledovnu
vlastnost. Ak by sme data generovali vela krat, to znamené generovali vela rovnako velkych datasetov,
tak v 95% pripadov by konfiden¢ny interval pokryl skutoéni hodnotu. To je vSak problém, my mame
len 1 dataset a tym padom len 1 konfidené¢ny interval. Mozno pokryva skuto¢nt hodnotu f; a mozno
nie. Interpretacia: "Konfiden¢ny interval na 95% pokryva skutoény parameter"je matica, lebo nie je
jasné ¢o je samplovaci proces.

Zhrnuté: parameter je fixna hodnota a konfiden¢ény interval je ndhodny interval. Konfiden¢ny
interval chapeme ako aktsi mnozinu rozumnych hodnot pre neznamy fixny parameter.

Ak nas zaujima viac nez jeden parameter mozeme zobrazit konfidenénii mnozinu, t.j. mnozinu
hodnét vektora parametrov [, pre ktoré plati

(B—B)"X"X(B~B) < p6*Fpnyp

v dvoch rozmeroch to méze vyzerat napriklad ako na obrazku 9figure.9.

3.4 Konfidenc¢né intervaly zaloZzené na Bootstrape

Konfidenc¢né intervaly, ktoré sme si predstavili su zalozené na F' alebo t Statistikach, ktorych zakladom
st norméalne rozdelené chyby €. Ak je tento predpoklad podozrivy alebo priamo nedoéveryhodny, mozeme
si pomoct bootstrapom.

Predstavme si situaciu, ze by sme poznali distribiiciu eov. Potom by sme nasledovny postup mohli
zopakovat mnohokrat a dostali by sme distribiciu /5’ .
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Obr. 8: 95% konfidenéné mnozina (Zdroj: [Farl4|)

(1) Vygeneruj nahodnu realizaciu € zo znamej distribucie.
(2) Pre nase fixné X a zname ( vypocitaj y = X + ¢
(3) Vypocitaj 3.

Pomocou takejto simulacie by sme napriklad mohli skiimat vlastnosti estimatora. Tuto myslienku ideme
pouzit na zostrojenie konfiden¢ného intervalu. Rozdiel bude v tom, Ze namiesto toho aby sme poznali
distribuciu e sa budeme tvéarit, ze distribucia e je ta, ktort odhadneme z linedrneho modelu. Toto
urobime velakrat.

~

(1) Vygeneruj ndhodnu realizaciu €* vyberanim hodnot s opakovanim z €y, ..., é,.
(2) Pre nase fixné X vypocitaj y* = X[ + €*
(3) Pomocou (X, ¢) vypocitaj [*

Tym, ze mame distribuciu B* 7 nej polahky urobime napr. 95% konfiden¢ény interval tak, Ze zoberieme
2.5%ny a 97.5%ny kvantil.
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4 Linearna regresia ako nastroj predikcie a vysvetl'ovania

To ¢ nés zaujima predikcia alebo chceme vysvetlit nejaky fenomén st dve velmi rozne veci. Pri predikeii
nam ide o to dobre predikovat, napriklad preto, Ze spravne predikcie ndm pomozu zarabat peniaze.
Pokial je model uspesny nevadi nam az tak, Ze nerozumieme preco vlastne funguje.

4.1 Predikcia

Predstavme si linearny regresny model, y = X/ 4 € s normalnymi nekorelovanymi chybami e ~
N(0,0%I). Chceeli by sme predikovat vystup y pre dalsie pozorovanie s vektorom prediktorov xo. Line-
arny model, ktorého parametre S su odhadnuté pomocou MNS predikuje

N THh
yozxoﬂ-

Tento objekt, 7o je ndhodna premennd. Jej stredna hodnota je zl 3 nas vSak moze zaujimat neistota
spojend s tymto odhadom. Nahodnost prichadza z /3 nakolko prediktory z, povazujeme za fixné. Cheeli
by sme kvantifikovat neistotu spojent s tym, ze mame len nahodnu vzorku nejakej fixnej dizky. Pre
varianciu nahodnej premennej 7, plati

var (o) = zg (XTX) tago?.

Neistotu budeme kvantifikovat cez konfiden¢né intervaly.
Moézeme mat ambiciu predikovat dva rézne objekty

e priemernd hodnotu gy, pre iu mame konfiden¢ény interval go =+ tif“_/j )&\/ rI(XTX) g

e budiicu hodnotu, teda gy + €, pre u méame konfiden¢ny interval g, + t;a_/;)6\/ 1+ 2l (XTX) 1.
Poznamenajme, Ze novy ¢len 1 pod odmocninou je tam kvoli, tomu, Ze budica hodnota mé vacsiu

variabilitu prave kvoli nahodnej chybe ktoru pric¢itavame k g, lebo
var(go + €o) = var(yo) + var(eg) =
el (XTX) M wpo? +0? = (1 + 2 (XTX) " ag)o?,
kde prva rovnost plati kvoli nekorelovanosti 7o a €y. Teda

[sirka intervalu] o [neistota v odhade (] + [neistota v chybe ]

Z analytického vyjadrenia pre konfiden¢né intervaly vidime, Ze konfiden¢ny interval pre priemernt
hodnotu je uzsi ako pre budicu hodnotu. Intervaly su SirSie pre také zq, ktoré su daleko od pozorovani
vo vzorke.

O ¢om sme tu doteraz vobec nerozpravali je vSak neistota v modeli. Nech to znie depresivne ako
chce, stale uvazujeme o linearnom modeli s normélnymi chybami a neistota ktort kvantifikujeme je
podmienena tym, Ze nas model je korektne Specifikovany. Nuz ale on nemusi byt.

Na ¢o si davat pozor pri predikcii?

(1) Nespravny model.

(2) Predikujeme pre hodnoty z, vyrazne iné ako tie v nasej datovej vzorke.

(3) Externa validita : Predikujeme pre porozovania z inej populécie. Urobime experiment na Studen-
toch a budeme na zaklade toho tvrdit nieco o celej populécii.

(4) Overfitting: Model vyborne vysvetluje nase data ale velmi zle predikuje. Je prili§ (a zbytoc¢ne)
zlozity.

(5) Extrémne pozorovania: v nasej datovej vzorke mozu ale nemusia byt. Vo financiach model funguje
vyborne v ¢asoch stability ale nevie predpovedat krizu.

Nagtastie existuju sposoby ako ¢iastocne overit ¢i predikujeme dobre alebo nie.
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4.2 Vysvetlovanie

Niekedy mame ambiciu sa dozvediet nieco z dat, porozumiet nie¢omu, narozdiel ’len’ od predikovania.
V istych situaciach by sme dokonca chceli popisat kauzalny efekt nejakej premennej na ind premennt,
napr. ze fajCenie zvysSuje riziko rakoviny alebo Ze ¢lovek svojou ¢innostou prispieva ku globalnemu
oteplovaniu. Toto je velmi ambicidzne a z dat mozeme vycitat vSelico avSak definitivna odpoved,
ze X sposobuje Y to nebude. Aj ked nevieme ziskat definitiviu odpoved (v zmysle matematického
dokazu) vo vela pripadoch situacia nie je az taka zufala a linearna regresia moze kvantitativne podporit
expertny nazor. Povieme si aké vlastnosti maju situacie, kedy je kauzalita parsiménnym a plauzibilnym
vysvetlenim nejakého fenoménu.
Majme linearny model s jednym prediktorom. Ak by sme natvrdo a hlapo verili nd4Smu modelu

y = Po + Bix1 + €,

potom by sme povedali, Ze

s iedmothn s : 3 o ot

To je vSak dost nepravdepodobné, Ze nas model je pravdivy a vieme, Ze ak pridame do regresie dalsi
prediktor x5, tak odhad parametra §; v modeli

Yy = Bo + fix1 + Pazxa + €,

nielenze mo6ze mat ini hodnotu ale dokonca aj znamienko. Okrem toho je nerozumné uvazovat, ze

zvySenie nadmorskej vysky ostrova v Galapagoch zvysi pocet zivo¢isnych druhov na tomto ostrove o .

Je to nezaujimava uvaha. Skratka vidime, ze vo vyssie polozenych ostrovoch je viacej/menej zivocisnych

druhov, preinterpretuvanie tohoto odhadu neznameho parametra 5 je nepotrebné a nezrozumitelné. V

niektorych fyzikalnych aplikaciach maji vSak parametre linedirneho modelu nejaki realnu interpretéciu.
Okrem toho, interpretacia parametra je podmienena modelom! Preto pre model

y = Bo + Bixy + [azs + €,
hovorime, Ze

nds model predikugje, Ze zvysenie x1 o jednu jednotku zvysi y v priemere o 31 jednotiek, za predpokladu,
Ze sa nezmend hodnota x.

Castokrat by vSak zmena x; zmenila z5. Ak napriklad porovnavam muzov (z; = 1) a Zeny (1 = 0)
a mam fixovani hodnotu vyska v cm (xe = 170). Tak hodnota 8; porovnava nizkeho muza s vysokou
Zenou.

Interpretacia zélezi aj od transformécie. Ak mame model

log(mzda) = fy + Bi1vzdelanie + [yvek + €
tak [y interpretujeme ako:

ndas model predikuje, Ze pre rovnako staryjch ludi, ndrast poctu rokov vzdelania o 1 rok zvysi v priemere
mzdu o 31 - 100% percent.

Je rozumné pouzivat jemnejsi jazyk.

4.3 Interpretacia koeficientov pri logaritmickej transformacii

[ ]
y = Bo+ Pix1 + Baxa + €
21 — 21+ 9] = [y = y+ [Bid]

nds model predikuje, Ze zvysenie x1 o jednu jednotku zvysi y v priemere o 1 jednotiek, za pred-
pokladu, Ze sa nezment hodnota x,.

16



log(y) = Bo + fra1 + Bazg + €
1 = 21+ = [y — exp(Bo+ Pi(x1+9) + Para +€)) =y - exp((10) = y(1 + (10)]

nas model predikuje, Ze zvySenie x1 o jednu jednotku zvijsi y v priemere o priblizne 5y - 100%, za
predpokladu, Ze sa nezmeni hodnota xs.

y = Bo+ P1log(xy) + Paxa + €
(11 =21 - (14+0)] = [y = y+ Bilog(l+0) = y+ pid]

nds model predikuje, Ze zvgsenie x1 o 1% zvysi y v priemere o priblizne (/100 jednotiek, za
predpokladu, Ze sa nezmeni hodnota x,.

log(y) = Bo + F1log(x1) + foxg + €
(1 =21 (140)] = [y —=y-exp(frlog(1+0) =y-(1+0)" =y-(1+ 50)]

nds model predikuje, Ze zvysenie x1 o 1% zvysi y v priemere o priblizne 1%, za predpokladu, Ze
sa nezment hodnota .

4.4 Kauzalita

To ¢o je kauzalny efekt a Co nie je, je velmi zloZita otazka. Existuju rozne pohlady na kauzalitu v
roznych vedach. V statistike je zlatym Standardom randomizovany experiment. Ak chcem vediet ¢i
nejakd intervencia mé efekt na odozvu y, subjektom nédhodne priradim ¢i dostani alebo nedostanu
intervenciu. Potom sa pozriem ¢i si tieto dve skupiny dostatocne podobné, teda ¢i je moja vzorka
vybalancovana. Ak ano, tak namerané rozdiely v odozve vysvetlujeme intervenciou.

Nech pacient i dostane liecbu 7' = 1 alebo nedostane liecbu 7' = 0 a nech y! oznacuje jeho po-
tencialnu odozvu. Potom &; = y} — ¢?, je individudlny kauzalny efekt. Problémom je, Ze pre jedného
pacienta pozorujem alebo yi alebo 3? avsak nie obe naraz.

Tu je problém aj s definiciou kauzality pokial nevieme intervenciu kontrolovat. Vieme si Tahko
predstavit efekt liecby, pretoze si vieme predstavit, Ze pacient moze a nemusi dostat liecbu. Ak by sme
vSak chceli zistit vplyv pohlavia na vysku mzdy, tu to uz ide tazsie. Mnohi vyskumnici st nazoru, ze
"No causation without manipulation’, teda, ze bez toho aby sme vedeli manipulovat premennu ktorej
efekt skimame nemozeme identifikovat kauzalitu.

4.4.1 Prirodzeny experiment

Predstavme si, Ze chceme skiimat efekt zavedenia minimélnej mzdy na zamestnanost. Tu nikdy nebu-
deme mat experiment, ze niekomu zvySime miniméalnu mzdu a niekomu zasa nie. Mozeme mat vSak
¢osi podobné ¢omu ekonémovia hovoria prirodzeny experiment, teda moze sa stat, ze budeme mat dva
velmi podobné staty, kym v jednom sa zmeni minimélna mzda a v druhom nie. Priklady prirodzenych
experimentov:

e V2012 v CR bol po tom ako viacero Iudf umrelo na otravu metanolom zakazany predaj alkoholu
na dva tyzdne. Toto umoznuje skimat ako vplyva zakaz alkoholu na pocet dopravnych nehod.

e V 1854 prepukla v Londyne epidémia cholery. Snow ukazal, ze epicentra cholery boli v miestach,
ktorym bola dodévana voda kontaminovana splaskami. To ¢ ludia mali alebo nemali kontamino-
vanu vodu nemal nik pod kontrolou a tento pripad je preto prirodzenym experimentom.

e Ekonomovia cheeli ukazat efekt velkosti rodiny na mzdu matky. Tu nie je jasny smer kauzality,
nakolko matky mozu odlozit planovanie rodiny ak sa im kariérne dari. Ukazuje sa v8ak, Ze rodiny
s dvomi chlapcami alebo dvomi dievéatami maju vac¢siu pravdepodobnost, ze budu mat dalsie
dieta. Tento fakt prekvapivo nezavisi od bohatstva, vierovyznania alebo Statnej prislusnosti. Preto
mozeme porovnavat matky, ktoré maju dve deti rovnakého pohlavia a ktoré maju chlapca a dievéa
(pohlavie narodeného dietata je ndhodné, toto je preto prirodzeny experiment) a na zaklade toho
odhadnut kauzélny efekt tretieho dietata na mzdu matky.
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e Pocas vojny vo Vietname boli mladi muzi draftovani do vojny nasledovnym spésobom. Vytiahli
si nahodné ¢islo a Tudia s vy$sim ¢islom mali vacsiu pravdepodobnost, Ze budi odrukovani na
vojnu. Teda méame prirodzeny experiement a mozeme porovnavat muzov s vacSim a menSim
vyzrebovanym ¢islom a urcit kauzélny efekt icasti vo vojne na mzdu.

4.4.2 Matching vs. Covariate Adjustment

UZ sme si hovorili, Ze parametre interpretujeme vzhladom na model. MéZe sa v8ak stat, Ze nejaky
dolezity prediktor nepozorujeme a tento dolezity prediktor je korelovany s prediktorom, ktorého efekt na
odozvu nas zaujima. Ak je tomu tak, nase odhady budta nedéveryhodné. Predstavme si, Ze vysvetlujeme
rast miezd pomocou vzdelania.

log(mzda) = fy + f1vzdelanie + fyvek + €

Zaujima nas ako velmi sa oplati studovat, teda aky je efekt dalSieho roka Studia na narast mzdy.
V tomto modeli ndm v8Sak ¢osi chyba. Ak by sme vedeli urobit experiment a donutit Iudi Studovat
tol’ko kolko im povieme, potom by bolo v8etko fajn. Takto tomu vSak nie je, Tudia sa totiz rozhoduju
kolko budu studovat a I'udia, ktori sa rozhodli §tudovat st ini ako ti, ktori sa rozhodli nestudovat. Je
uveritelné predpokladat, Ze Tudia, ktori sa rozhodnu dlhsie Studovat st v priemere Sikovnejsi ako ti,
ktori sa rozhodli studovat menej. Avsak tato "Sikovnost"Iudi je nepozorovana a je korelované s narastom
mzdy. Ak je teda korektny model

log(mzda) = 3 + fjvzdelanie + [yvek + J;ability + €

a zaroven
ability = 7y + y1vzdelanie + ¢

teda nas pévodny model
log(mzda) = f3; + [jvzdelanie + [jvek

+065 (70 + y1vzdelanie + €') + €
log(mzda) = (35 + B370) + (87 + B370)vzdelanie
+55vek + (B3¢ + ¢)

teda to ¢o nam da nas jednoduchsi model (81 = Bf + Biv) je vlastne zmieSany efekt vzdelania a
sikovnosti. Nuz ale ked chceme peniaze na reformu Skolstva, tak nas zaujima efekt vzdelania a nie
nejaky zmiesany efekt. Sikovnost, teda ability je teda nepozorovany confounder (métuca premenné
alebo fi¢aria). Tomuto problému sa hovori aj ommited variable bias, lebo nas estimator koeficientu
pri vzdelani je vychyleny. Chcelo by to premennu ktora by zachytévala tito Sikovnost, napriklad iq
kvocient, aj ked tato miera moze byt spochybnena. Takuto premenni vSak méame aj tak méalokrat v
dispozicii.

Teda ak si subjekty v nasSej datovej vzorke nevyberaju prediktor, ktorého efekt na odozvu nés
zaujima, nadhodne ale tak, Ze je korelovany s nejakym inym délezitym prediktorom, najjednoduchsie je
ho pridat do regresie ak sa to da. Teda v regresii by sme mali mat vSetky doélezité prediktory, a ak aj
nejaké nemame, tak nech st radsej nekorelované s tymi ¢o mame v regresii. Pridanie méticej premennej
sa nazyva covariate adjustment.

V pripade, Ze nés zaujima efekt nejakej intervencie- binérnej premennej (dostal liek /nedostal liek,
zavedieme /nezavedieme danovu reformu,...), ale domnievame sa, Ze existuje mnoho métucich faktorov,
korelovanych s intervenciou, napriklad starsi Tudia st nachylnejsi uzivat nejaké lieky. Mohli by sme
dat vek do regresie ako dalsi prediktor, ale tym padom robime akysi parametricky predpoklad, nie je
vsak jasné ¢i vek vstupuje do regresie linedrne. Matching: Co mozeme urobit namiesto toho je, ze
naparujeme subjekty podla veku, z naSeho datesetu vytvorime dvojice podobne starych Tudi. Ak je
méticich premennych viacej, tak mdzeme urobit také parovanie aby boli subjekty ¢o najpodobnejsie
¢o sa tyka veku, rasy, pohlavia a nabozenského vyznania. Co to znamen4 najpodobnejsie? Vhodné
péarovanie je zavislé od konkrétnej aplikécie.
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Matching alebo covariate adjustment? Zalezi. Matching je zlozitejsi na vypocet a nie je priamociare
aky typ matchingu si vybrat (existuje riziko, ze vyskumnik si vyberie taky matching, sby dostal taky
vysledok aky sa mu paci). Covariate adjustment je priamodciary ale predpoklada, ze pozname akym
spdsobom ovplyviuje méatica premenna odozvu y.

4.4.3 Kvalitativha podpora kauzality

Cim viacej su splnené tieto podmienky, tym l'ahSie sa ndm hovori o kauzalite.

Efekt je vyrazny. Nie, Ze je Statisticky vyznamny ale Ze je velky z praktického hladiska.

Efekt je konzistentny. Podobny efekt namerali pre iné subjekty, v inom State za inych podmienok.
Efekt je Specificky. Skimany faktor ovplyviiuje len skimani odozvu y a nie 10 dalsich veci.
Efekt respektuje ¢asovi naslednost. Ak malo x sposobit y, tak = muselo nastat skor.

Efekt je monotonny. Viacej x spdsobuje vyraznejsiu zmenu v .

Efekt je hodnoverny. Experti v danej oblasti poznaji mechanizmus pomocou ktorého mohlo x
sposobit y a tento mechanizmus je hodnoverny.

e Efekt je potvrdeny experimentom.
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5 Diagnostika

Kazdy model je zalozeny na predpokladoch, tie moézu byt rozumné alebo menej rozumné. Po tom ako
odhadneme model je dobré skontrolovat ako velmi adekvatne tieto predpoklady su. Predpoklady, ktoré
robime:

e Predpokladame, Ze nase chyby st € ~ N(0,02%I), teda
— chyby st nezavislé
— chyby st normélne rozdelené
— chyby maju rovnaki varianciu
e Neexistuju pozorovania, ktoré by nas model nepopisoval. Nas model vie byt do velkej miery
ovplyneny zopar nezvycajnymi pozorovaniami.
e Predpokladédme y = X5 + ¢

Detekovat problém modzeme graficky alebo pomocou Statistického testu. Oba spdsoby maji svoje
vyhody aj nevyhody. Grafickd detekcia (t.j. pomocou obrazku) je flexibilna ale vyzaduje tsudok. Na
druhu stranu detekcia formou Statistického testu je presne stavana na tizke pouzitie, ¢o je aj dobré aj
zlé. Pomocou diagnostickych néjstrojov mozeme zistit ako model vylepsit, ¢o je uzitocné.

5.1 Predpoklady tykajace sa chyb

Skutoc¢né errory € nepozorujeme ani nikdy pozorovat nebudeme, vieme ich len odhadnat pomocou
reziduf €. Pripomeiime, 7e § = X3 = X(XTX)" !XTy = Hy. Pre rezidud mame

é=y—y=I—-H)y=UI-H)XB+({I—-H)e= (I —H)e.

Teda var(é) = var((I — H)e) = (I — H)o?, a vidime, Ze residualy nemusia mat rovnaku varianciu a
nemusia byt nekorelované. Tento rozdiel je vSak zvycajne maly a preto robime diagnostiku na reziduéach.

5.1.1 Konstantna variancia

Chceme zistit, ¢i maji rezidud konsStantnd varianciu. Mozeme si ich nakreslit, niektoré budi malé
iné velké ale samotnej variancii ndm to nepovie ni¢. Potrebujeme zistit, ¢i ndhodou nie st rezidua
systematicky vécsie alebo mensie pri niektorych prediktoroch alebo nafitovanych hodnotéach odozvy.
Teda ¢i ndhodou nie st funkciou ¢ohosi = nie st konstantné.
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Obr. 9: Graf rezidualov vs. fitovanej odozvy. (Zdroj: |Farl4])

Moézeme pozorovat oblak bodov, to znamené nevidime ziaden systematicky vztah medzi rezidualmi
a g Co je fajn. MozZeme pozorovat, Ze variancia rezidualov sa meni s narastajicimi hodnotami g, to vrha
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tien podozrenia na predpoklad konstantnej variancie alebo mézeme vidiet akusi nelinearnu zévislost, ¢o
naznacuje, ze Strukturalna cast modelu (y = X + €) nie je vhodne zvolenéa. Ak sa nam zda, Ze oblak
bodov je dostato¢ne rovnomerny mozeme zdvojit rozliSenie a namiesto € zobrazit \/E .

Ako Statisticky test mozeme urobit regresiu, kde vysvetlujeme \/E pomocou napriklad 7. Teda
testujeme, ¢i linedrny vztah medzi tymito dvomi veli¢inami je Statisticky vyznamny. Takyto test je dost
Specificky a teda nemusi detekovat nelinearnu zavislost medzi tymito dvomi veli¢inami.

Okrem obrazka y vo€i é nas moze zaujimat, ako sa meni/nemeni variancia rezidui s meniacimi sa
prediktormi z;, ¢i uz s tymi pouzitymi v regresii alebo s tymi, ¢o nie st pouzité v regresii.

Obrazok vs. test? Vyhoda obréazku je, ze mozeme objavit struktiru o ktorej by sme sa inak nedoz-
vedeli. Na to aby sme z obrazku mohli detekovat nejaky problém s chybami treba skiisenost. Pomocou
pocitaca je vsak lahké sa "natrénovat".

Co mozeme urobit, ked uvidime v grafe nekonstantni varianciu reziduf alebo nelinesrnu zévislost??

e pretransformovat zavislia premennt (pozor, lebo tym zmenime distribticiu Y)
e pridat alebo pretransformovat prediktory (asi najlepsia rada)
e (ak len nekonstantna variancia) zmenit estimator na efektivnejsi (o tomto viac neskor)

Ako pretransformovat y tak aby sme mali konstantnt varianciu? Uvazujme transforméaciu h(.), ktora
zvolime tak aby var(h(y)) bola konstantna:

h(y) = h(E(y)) + (y — E(y))W (E(y)) + ...

var(h(y)) = 0+ (W' (E(y)))" var(y) + ...

(
Teda potrebujeme aby h'(E(y)) bola proporcidlna (var(y))~'/2.

Ak je variancia funkciou strednej hodnoty var(y) = g(u), potrebujeme

(W (1)) g(p) = const.

_ [ _adn
h(u)_/ (1)

Preto ak var(y) rastie s druhou mocninou E(y), teda ak var(y) = var(e) o« (E(y))* potom h(y) =
log(y) zastabilizuje varianciu a ak var(e) oc E(y), potom h(y) = /y zastabilizuje varianciu. Odozva
typu "pocet"mdze byt ¢asto modelovana Poissonovym rozdelenim, pre ktoré plati E(y) = var(y) a teda
h(y) = /v je vhodné. Vzdy v8ak mozeme vyskusat int transforméciu a pozriet sa ako vhodna je.

preto

5.1.2 Normalita

Vicsina testov je zalozend na normalite rezidui. Normalitu vieme graficky posudit pomocou QQ-plotu,
ktory je preferovany oproti histogramu alebo jadrovému odhadu hustoty, pretoze pri histograme obrézok
zalezi od irky stipikov a pri odhade hustoty od velkosti vyhladzovacieho parametra. Na detekciu treba
vidiet mnoho QQ-plotov aby sa ¢lovek naudil ako vyzeraji rozne porusenia normality (naklonenost,
tazké chvosty, lahké chvosty).

Ak chyby nie st normalne, potom odhad metédou MNS uz nemusi byt nutne optimélny. Stale bude
najlepsi spomedzi linearnych nevychylenych odhadov ale nelinearne odhady moézu byt efektivnejsie.
Ak mame velka datova vzorku, nemusime sa moc starat o normalitu, ktora bude zabezpecena vdaka
centrilnej limitnej vety.

Reakcia na nenormalne chyby zalezi aj od toho akym spésobom st nenormélne:

e Pre lahkochvosté distribucie su zvacsa dosledky mierne a tento problém moéZeme ignorovat.
e Pre naklonené distribicie castokrat pomoze transformacia .
e Pre tazkochvosté distribicie mozeme napriklad pouzit bootstrap.
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A ¢o formélne testy normality? Nie si moc uzito¢né: pre malé datové vzorky su prili§ slabé na to
aby detekovali poruSenie normality a pre velké datové vzorky zamietnu aj velmi mala vychylku od
normality a kedZe naSe data nie st perfektne normalne, toto nie je uzito¢né. Preto sa formélne testy
normality odportuca pouzivat len v spojitosti s grafickymi metdédami.

5.1.3 Korelovanost chyb

Korelovanost chyb sa tazko kontroluje, lebo existuje velmi vela roznych sposobov ako mozu byt chyby
korelované, resp. ¢o moze tato korelaciu sposobovat.

Chyby moézu byt korelované v ¢ase a na detekciu takejto korelacie sa da pouzit Durbinov-Watsonov
test. Jeho statistika vyzera nasledovne

DW — EZ:Z(€1 — éi*1>2 )
D one1 €

Korelacia rezidui moze byt spdsobend aj chybajicimi prediktormi. Niekedy sa da korelacie zbavit
zmenou Strukturalnej ¢asti modelu ale inokedy ju musime brat do tvahy a zostrojit efektivnejsi estimétor
(0 "zovieobecnenej metode najmensich Stvorcov", ktoréa berie do tvahy korela¢nu struktiru chyb neskor
neskor).

5.2 Nezvycajné pozorovania

Niektoré pozorovania skratka nemodelujeme dobre, volame ich autlajeri (outliers). Potom st eSte po-
zorovania, ktoré vyrazne ovplyviuju fit modelu, tieto sa nazyvaji vplyvné. Potom st eSte pozorovania,
ktoré maju potencial vyrazne ovplyvnit fit modelu ale nemusi tomu tak byt, tieto sa nazyvaji pakové.

5.2.1 Pakové pozorovania

Diagonélny ¢len matice H = X (X7 X)7' X teda h; = H;; sa nazyva péka (leverage). Variancia rezidui
var(é) = o(1 — h;), teda reziduél pozorovania i, ktoré méa velka hodnotu h; bude mat mala varianciu
a preto y; bude blizko y;. Suma pék je rovna po¢tu parametrov » . h; = p a preto je priemerna hodnota
p/n. Poznamenajme, Ze pakovost daného pozorovania vobec nezavisi od y. Co nas moze zaujimat je, Ze
ktoré pozorovania su dolezité, ktoré vyrazne ovplyviuji nas fit. Na to aby sme detekovali vyrazne velké
péky pouzivame half-normal plot, teda QQ plot normélneho rozdelenia s dvojitym rozliSenim. Pozerdme
na vztah medzi h; a |u|, kde u ~ N(0,1). Half-normal plot pre rad z; skonstruujeme nasledovne:

e Usporiadame data: xy) < zpg < 2131 < ...y
e Vypoditame u; = &~ (F44)
o Nakreslime xf; oproti u;.

Necakame, ze nase paky budi normélne rozdelené ale davame si pozor na pozorovania, ktoré st vyrazne
nad ¢iarou linedrneho trendu.

Paky h; st uzitoéné aj na reskalovanie rezidui. Nakolko vieme, Ze variancia rezidui ¢; nemusi byt kon-
Stanta aj ked variancia chyb ¢; je, mozeme sa zbavit tohoto problému ak podelime rezidué odmocninou
z odhadu jej variancie: A

€;
TSI R
Takéto rezidué sa nazyvaju Standardizované a si preferované na diagnostiku. Neochrénia néas vsak
pred potencidlnou nekonstantnostou variancie chyb. Velké rozdiely v pouzivani méZzeme badat ak je v
datovej vzorke vela pakovych pozorovani.
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Obr. 10: Detekcia pakovych pozorovani pomocou half-normal qq-plotu. (Zdroj: [Farl4|)

5.2.2 Outlieri

Outlier je pozorovanie, ktoré nie je dobre popisané modelom. Test na detekciu outlierov je uzitocny
lebo rozlisuje bod, ktory nie je dobre popisany modelom (skuto¢ny outlier) a bod, ktorému zodpoveda
velky rezdiuél ale nie vyznamne.

Na detekciu toho, ¢i je nejaky bod taky nebezpecny outlier ako v Tavom obrazku alebo nie, ho dame
pre¢ a odhadneme model. Ked dame i-te pozorovanie pre¢, potom ozna¢me zodpovedajuce estimétory
ako B(i) a 6(2@')- Potom nech g, = :B;frﬁA(i) a pozorovanie i je outlier ak je hodnota g — y; velka.
Tuto hodnotu potrebujeme eSte vhodne nagkalovat tak, aby sme vedeli posudit variabilitu. Nakolko
var(ys — 9a)) = 65 (1 + 2] (X, X))~ '7:), zadefinujeme si studentizované rezidua ako

t = Yi — Y@

_ ~ oyt
o (1 + 2] (X[ X)) L) ? g

Toto, zda sa, vyzaduje odhadniit n linearnych modelov, nastastie vSak existuje vztah medzi ¢; a r;, teda
standardizovanymi reziduami, spomenutymi skorej:

. 1/2
po_ G (”—_M)
ooopVI—=hi  \n-p-1i)
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Obr. 11: VIavo - outlier, ktory nezmenil smernicu krivky. V strede, pdkovy bod, ktory neovplyvnil fit.
Vpravo, outlier, ktory vyrazne ovplyvnil fit. Zahrnutie tohoto pozorovanie vyrazne zvysilo rezidudly aj
ostatnych pozorovani. (Zdroj: |Farl4])

MoézZeme ist cez vSetky pozorovania a testovat jedno po druhom, ¢i je hodnota t; velka, teda testujeme,
¢i je i-te pozorovanie outlier (H4) alebo nie je (Hp). Tu je v8ak problém s tym, ze v 5% pripadov
sa budeme mylit, takZe v piatich pripadoch zo 100 najdeme outliera aj ked tam Ziaden nie je. Po-
trebujeme nejak vziat do uvahy fakt, Ze testujeme naraz vela hypotéz. Ak by sme chceli test na hla-
dine vyznamnosti «. Chceli by sme aby pravdepodobnost chyby prvého druhu bola ohranicena aj ked
testujeme velakrat. P(vsetky testy nezamietnu Hy) = 1 — P(jeden alebo viac testov zamietne Hy) >
1 —3". P(test i zamietne Hy) = 1 — na Takze ked robime n-testov potrebujeme nastavit chybu prvého
druhu na mensiu ako a/n a potom budeme mat zarucené, ze celkovy test bude nespravne zamietat
nulovii hypotézu menej ako v « - 100% pripadov. Tomuto triku sa hovori Bonferroniho korekcia, prob-
lémom je, ze takyto test je konzervativny, takze detekuje menej outlierov ako by pri danej fixnej chybe
prvého druhu mohol. Cim vécsie n, tym konzervativnejsi test je. Konzervativnost je sposobend nerov-
nostou vyssie, ta je rovnostou len ak su testy nezavislé, ¢o nie st, lebo st pocitané na velmi podobnych
datasetoch (v kazdom z nich odhodime iné pozorovanie).
Veci, ktoré treba brat do uvahy

Jeden outlier mo6ze zamaskovat druhého.

To ¢i je nejaké pozorovanie outlierom alebo nie zélezi aj od modelu, transformacie prediktora
alebo odozvy moze zmenit ¢ je nejaké pozorovanie outlierom.

e Niekedy distribucia chyb nie je normalna a preto mozeme ocakavat vacsie rezidué.

e Jeden outlier zvicsa nie je problém, problémom mdze byt zhluk outlierov.

Co s tym mdzeme urobit?

e Skontrolujeme, ¢ déata nie su zle zadané, ¢i nenastal napriklad preklep. Toto je velmi Casté.

e Porozmyglame nad tym preco tam ten outlier je, niekedy je outlier zaujimavy sam o sebe.

e Déame ho pre¢ a pozrieme sa ako sa model zmeni. Toto moéze sposobit, ze nas model alebo pa-
rameter, ktory nés zaujima je Statisticky vyznamny. Preto je doélezité to v analyze reportovat.
Nereportovanie je povazované za vyrazne nevedecky pristup.

e Je velmi nebezpecéné vyhadzovat outlierov automaticky. Vdaka tomu sme objavili porusenie 0z6-
novej vrstvy o niekol’ko rokov neskor ako sme mohli.

5.2.3 Vplyvné pozorovania

Vplyvné pozorovania su také, ktoré vyrazne ovplyviuju fit modelu. Mé6zu ale nemusia byt outliermi.
Ako ich detekovat? Mozeme sa pozriet na zmenu § — ;) ale to musime pozerat n-krat na vektory dlzky
n. Trosku si to vieme zjednodusSit tym, Ze méZeme pozerat na zmeny S3;, teda na n-p hodnot. Existuje
vSak Cookova Statistika, ktora zhrnie vSetku tito informéciu do jedného c¢isla:
D — W= 00)" G —00) 1, h
1 — N — _TZ - .
po* p ' 1—h
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Pouzitim half-normal plotu méZeme identifikovat pozorvania, ktoré maju vyrazne vyssiu Cookovu Sta-
tistiku ako ostatné. UZitocné je nazriet ako velmi sa mi menia odhadnuté parametre ak vynecham
nejaké pozorovanie.
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Obr. 12: VTavo - half-normal plot Cookovych $tatistik. Vpravo - citlivost odhadnutého parametra na
vynechanie i-teho pozorovania. (Zdroj: [Farl4|)

5.3 Strukturalna ¢ast modelu

Azda najpodstatnejSou castou modelu je jeho Strukturdlna cast, teda FE(y) = X[5. Pozerdame sa na
rezidué a hladamé nejaké systematické zéavislosti. Graf zéavislosti € vo¢i ¢ a z; nAm pomohol detekovat
nekonstantnost variancie rezidui a ta sa dala vyriesit transformaciou odozvy alebo prediktorov a tato
nutne zmeni aj Strukturalnu cast modelu.

Chceli by sme vediet ako vyzera efekt x; na y;, ¢i je vskutku linearny alebo nie. Avsak z; je korelované
s inymi prediktormi, takze dostavame zmieSany pohlad na vec. Chceli by sme izolovat efekt x; na y;
v ramci modelu.

5.3.1 Parcialna regresia

e § dostaneme ako rezidua z regresie kde y vyvetlujeme pomocou vSetkych x; okrem z;. Teda B
zachytéava variaciu v y, ktora je nevysvetlena ostatnymi prediktormi a len ¢aka na to kym ju pride
vysvetlit x;.

e 7 dostaneme ako rezidud z regresie kde x; vysvetlujeme pomocou ostatnych z;. Teda ¥ zachytava
variaciu x;, ktora je nevysvetlena ostatnymi prediktormi a teda nam hovori ako velmi rozsiruje
prediktor z; priestor kde mézeme zobrazovat y.

e Zaujima nés, & je zavislost § od 4 linedrna. Ak nie je, zamyslime sa nad vhodnou transformaciou.
Na signifikantnost linearnej zavislosti moézeme pouzit signifikantnost koeficientu «y pri premennej
A v regresii §=ap+ oy + €.

5.3.2 Parcialne rezidua

Alternativou k parcialnej regresii je graf parcialnych rezidui voc¢i x;. Parcidlne reziduum pre prediktor
1je
y= D wib=g+E—) b =wibi+eé

J#i JF
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Residuals vs Fitted
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Obr. 13: (Suméar diagnostickych grafov. VIavo hore a dole: nevidime Ziadne vyrazne funkéné zavislosti,
Vpravo hore: porozovania vyzeraju normalne. Vpravo dolu:Cookova vzdialenost je funkciou pékovosti
a Standardizovanych rezidui, preto mozeme zobrazit kontury tejto funkcie. Vidime, Ze Lybiu mozeme
povazat za najvplyvnejsie pozorovanie. Zdroj: [Farl4])

Teda vysvetlujeme ¢o zostalo z odozvy potom ako sme odobrali vSetky ostatné prediktory. Tento graf
je lepsi na detekciu nelinearity ako parcialna regresia, ktoré je lepsia na detekciu outlierov.
Viac o diagnostike velmi pristupnou formou tu [glmb| a tu [glma].

26



5 10

Savings residuals
0

-10 -5 0 5

pop15 residuals

10

Partial for pop15
0

25 30 35

pop15

40 45

Obr. 14: VTavo- parcidlna regresia, vpravo graf parcidlnych rezidui voéi x;. Zdroj: [Farl4|)
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# correct model
X <= runif (100, 0, 10)

y <= 1 + 2 * x + rnorm (100,
m <= 1lm(y ~ Xx)

c(2,

0, 1)

par (mfrow = 2))

plot (m)
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# some wrong model

y <=1 + 2 %« x + 1 %« x"2 —
m <= lm(y ~ x)
par (mfrow = ¢ (2,
plot (m)

0.5 * x"3

2))

Obr. 15: Diagnostika: vlavo korektne Specifikovany model, vpravo nie, zdroj: [glmb].
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6 Problémy s prediktormi

V tejto kapitole sa budeme zaoberat tromi réznymi typmi problémov, ktoré moézeme mat s prediktormi.
Prvym problémom je ak st prediktory pozorované s nejakou chybou. Zdroje tejto chyby moézu byt
rozne, napriklad nepresnost meracieho pristroja. Potom to bude efekt preskdlovania prediktorov, toto
je zaujimavé pretoze preskalovanie moze pomoct s porozumenim hodnot odhadov parametrov. Rovnako
nam to pomoéze "férovo" porovnévat efekt roznych prediktorov na odozvu.

6.1 Chyby v prediktoroch

Preco st premenné pozorované s chybou?
nepresnost meracieho pristroja (spésobend napr. nekalibréaciou)
rozliSenie meracieho pristroja

[ J

[

e chybné zaznamenanie sposobené Tudskym faktorom

e nekompletnd definicia (meranie vykonané réznym sposobom)
[

meniace sa podmienky prostredia

Napriek tomu, Ze budeme hovorit o ndhodnych chybach v tom ako st prediktory namerané, ni¢ to
nemeni na tom, ze na prediktory sa pocas regresie pozerame ako na fixné hodnoty. Oznaéme pozorované
hodnoty ako y? a x¥ (O ako observed) a skuto¢né ale nepozorované hodnoty ako y* a z! (A ako
accurate), kde y° =y + ¢ a 29 = a2 +6;. Uvazujme situaciu, ze vektory chyb € a § si nezawsle a

nech skuto¢né hodnoty st v linearnom vztahu y = 3y + f12:}. Pre pozorované veli¢iny teda dostavame

y2 = Bo + Bl + (e — B1dy).

Chceli by sme odhadnut parametre 3y a [, pomocou rnet(’)dy najmensich Stvorcov. Nech FE(¢;) =
E(8;) = cov(e;, x') = 0 a nech var(e;) = o2 a var(d;) = o2. Nech naviac 02 = > (28 — 74)?/n a
0.5 = cov(z4,6).

Nakolko (3, = % dostavame lim,, o, F (Bl) 54 Qi ;rf; Teda vo vSeobecnosti je
i=1\"7 ag (e Ox

odhad MNS vychyleny.

(1) Ak neexistuje ziaden systematicky vztah medzi 2 a § a 0,5 = 0, potom

1 +
teda odhad smernice linearneho odhadu bude vychyleny smerom k nule, teda bude s¢apenejsi.

(2) Ak mame kontrolovany experiment musime odlisit dve situacie

(1) Existuje nejaké fixné x4, my vSak meriame len 2. Ak viak budeme merat znova znova
dostaneme nejaké z©, aviak to pravdivé 24 zostéva stale rovnaké.

(2) Fixujeme x©, napriklad namiegame stale tu istt koncentraciu, aj ked t& skuto¢na koncen-
tracia ## bude kazdy raz ina. V tomto pripade méame 0,5 = cov(z® —§,) = —02, teraz viak
0

dostaneme nevychyleny odhad lebo tlohy 24 a 2 st vymenené.

Teda vidime, zZe chyby v prediktoroch sii problémom. Nas estimator dokonca ani nebude nevychyleny.
No ale ¢o ak vieme aké je variancia chyb v prediktoroch? Nevieme nejak vyuzit tuto informéciu, aby
sme dostali nevychyleny odhad (3,7

Mozeme, a to nasledovne. Budeme pridavat sum s vic¢Sou a vac¢Sou varianciou a budeme sa pozerat
ako sa meni odhad parametra ;. Pre kazdé pridanie rozne velkého Sumu vygenerujeme vela datasetov
a odhadneme priemernt hodnotu ;. Dostaneme tak krivku kde velkost parametra je funkciou Sumu.
Z tejto krivky extrapolujeme do situécie kedy nie je v prediktore ziaden Sum.
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Obr. 16: Chyby v meraniach (Zdroj: [Far14]).

6.2 Zmena Skaly prediktorov

Niekedy sme v situdcii, ze paramter pri nejakom prediktore je velmi maly, napr. 0.00000000245, ¢lovek
sa lahko strati v tolkych nuléch. Preto je uzito¢né, preskalovat prediktor, napriklad z prijmu v dolaroch
urobit prijem v miliénoch dolarov. Inokedy, ak st prediktory vyrazne inak skalované tak odhadovanie
moze viest k numerickym nestabilitam.

Co sa stane ak z; — %? Testy zaloZené na t-Statistike a F-Statistike ako aj 62 a R? sa nezmenia
a B — bp;

Co sa stane ak y; — %? Testy zaloZené na t-Statistike a F-statistike ako aj R? sa nezmenia a
B — bB; a 62 — b25>.

Ked chceme porovnavat efekt prediktorov na nasu odozvu je uzitoéné preskalovat si vSetky pre-
diktory tak, aby mali rovnaka stredni hodnotu 0 a varianciu 1, toto urobime tak, ze od¢itame od
premennej odhad strednej hodnoty a podelime odhadom smerodajnej odchylky. Takto porovnavame
jablké s jablkami.

Ak v8ak méame binarny prediktor, tak pri 50% - 50% rozlozeni nul a jednotiek ma tato premenna
smerodajnil odchylku len 0.5, preto aby to bolo spravodlivé, podelim ostatné prediktory dvojnasobkom
odhadu smerodajnej odchylky.

6.3 Kolinearita v prediktoroch

Ak st nejaké prediktory linedrme korelované, potom je aj matica X7 X singuldrna a neinvertovatelna a
preto neexistuje jednozna¢ny - najmensie Stvorce minimalizujuci vektor parametrov. Ak su prediktory
uplne korelované, rieSenie je zvicSa jednoduché, a to odobrat linearne zéavislé prediktory. Problémom
vSak je aj ked su prediktory blizke k uplne korelovanym, teda ked je ich korelacia blizka +1 alebo -1.
Toto sa nazyva kolinearita a vedie k nepresnym odhadom parametrov. Aj velmi mala zmena y vedie k
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Obr. 17: Ako odhadnut $;? Skutocné p; zodpoveda situécii ked je variancia chyb nulova. Vieme, Ze nas
prediktor je porozovany s chybou, ktorej variancia je 0.1. Priddavame Sum velkosti 0.1 az 0.5 a kreslime
priemerné odhady f; z vela simulécii. Cez tieto body moéZeme odhalit zavislost medzi troviiou biasu
a varianciou chyb. Toto pouZijeme na extrapolaciu do situécie ked je variancia chyb nulova (Zdroj:
[Far14]).

vyrazne rozdielnym odhadom parametrov. Ako zistit ¢i méame problém s kolinearitou?

(1) Pozrieme sa na korela¢ni maticu X a hladame ¢isla blizke +1 alebo -1.

(2) Ak vysvetlujeme regresor z; pomocou ostatnych regresorov, miera linearneho fitu R? blizka 1
indikuje problémy.

(3) Usporiadajme vlastné ¢isla matice X7 X, \; > -+ > A, Cislo podmienenosti kK = f\‘—; > 30

indikuje problémy.

Efekt kolinearity vidime ked sa pozrieme na varianciu odhadu parametra:

. 1 1
var(B;) = o* ( ) —E
1—R}) 3 (wi; — 2;)°
kde 1+R2_ sa nazyva variance inflation factor.
J
Ak by sme mali moZznost nadizajnovat X, tak ortogonalitou prediktorov spoésobime, Zze R? = 0
a snazime sa maximalizovat Y . (z;; — Z;)?, teda roztiahnut z; ¢o najviac ako to ide. Tto druhu
vlastnost si zrejme uvedomoval uz Thomas Mayer z Gvodnej kapitoly.
Kolinearita prediktorov nevadi aZ tak predikcii ako odhadom parametrov. Aj ked pri kolinearite je
priestor pokryty stlpcami matice X mensi nez by sa zdalo, preto budu predikcie vac¢sou extrapolaciou
a teda budi nepresnejsie, nez by sa zdalo.
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7 Nejaké problémy s chybami

Doteraz sme predpokladali, ze v Gaussovskom linearnom modeli je kovarianéné matica chyb e diago-
nalna matica (chyby st nekorelované), ktord ma na diagonale rovnaké ¢leny o2 (chyby st homoskedas-
tické):

o> 0 ... 0
) 0 o2 ... 0

var(e) = o1 =
0 0 .. o2

V pripade, Ze chyby si zéavislé, mozeme pouzit zovSeobecnenti metédu najmensich Stovrcov
(GLS - Generalized Least Squares).

Ak st chyby nezavislé ale maja réznu varianciu, moézeme pouzit vazeni metédu najmensich
stvorcov (WLS - Weighted Least Squares).

Neskor sa pozrieme na testovanie nedostatku fitu (lack of fit).

Ak chyby nie st noromélne rozdelené, namiesto metody najmensich Stvorcov mozeme pouzit ro-
bustnu regresiu.

7.1 ZovSeobecnenia metéda najmensich Stvorcov

Nech st teraz v linearnom modeli chyby zavislé, a teda var(e) = 0?% a nech pozname maticu zavislosti
¥. Choleského dekompoziciou moézeme rozdelit ¥ = SS?. Sikovnou transforméciou sa dostaneme do
standardného Gaussovského modelu s iid chybami.

Y= XB+e
STly= ST'XB+ S e
yl: X/5+€/

Variancia novych transformovanych chyb € je potom
var(e') = var(S~'e) = S~tvar(e)S~T = o*I.
Teda aplikujeme MNS na S~'y a S~'X. V tomto pripade minimalizujeme
(v = X'B)'(y = X'B) = (y — XB)' 27 (y — XB),
¢oho riesenim je )
f=(XTo' X)) XTe Yy,
Variancia tohoto odhadu je R
var(B) = o*(XTL1X) 7
Praktickym problémom vsak je, ze malokedy vieme Y. Ak ho chceme odhadnut, tak mame problém,

pretoze mé vela parametrov, a to n(n — 1)/2 a v dispozicii na to mame len n pozorovani. Namiesto
toho mézme uvazovat, ze korela¢na matica chyb mé akusi struktiaru.

e Napriklad v pripade serialne korelovanych chyb to méze byt €;,1 = ¢e; + d;, kde §; ~ N (0, 72).
e V pripade ak su data zoskupené tak moézeme uvazovat, ze korelacia v ramci skupinu je nejaké
¢islo ¢ inak 0.

e Chyby moézu byt priestorovo korelované.
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7.2 Vazeni metéda najmensich Stvorcov

Teraz nech chyby st nekorelované ale heteroskedastické, teda nech

of 0 0 2 0 0

0 o3 0 0 - 0
var(e) = =1 . 2

0 0 .. o2 0 0 .. L

V tomto pripade je vaha pozorovania proporcionalna variancii, teda presnejsie meranie povazujeme
za doveryhodnejsie a ma vidsiu vahu. var(e) = SST, kde

1
o (1) .. 0
0 .0
S = ViR
0 0 L

0 Juz .-

[y

S =
0 0 .. A wy,
Priklady:
o Ak var(e;) o< z;, tak pouzijeme w; = x; *. Tto zavislost moézeme vycitat z diagnostickych grafov.
e Ak st y; priemery z n; pozorovani, potom podla ZVC je variancia proporcidlna 1/n;. Takze

var(y;) = var(e;) = 02 /n;, teda w; = n;. Priklad: priemerna mzda v roznych krajinach.
e Ak je presnost pozorovani roznej kvality, tak vahy nastavime ako w; = 1/var(y;).

7.3 Testovanie vhodnosti fitu

Model dobre fituje data ak je na§ odhad variancie sumu 62 blizky skuto¢nej hodnote o2. Ak je odhad
prilis velky potom st nasSe rezidué prilis velky a nas model nefituje data dobre.

MoZeme nas odhad 62 porovnat s nejakym o2 z nejakého iného modelu (pomocou F-testu). Toto by
vSak znacilo, ze preferujeme urc¢ity model ale ¢i ten fituje data to nevieme.

Potrebovali by sme variaciu v y pre rézne kombinécie prediktorov. Moézeme napriklad merat tlak
tomu istému pacientovi viacekrat. Toto je vS8ak nepostacujuce, potrebujeme variaciu y pre réznych
Tudi. Nech y;; je i—te pozorvovanie v skupine Tudi j, ktory maju rovnaké prediktory. Odhad o2, ktory
nezélezi od konkrétneho modeluj je

Ofee = DY (i — 1)/ df,
7 %

kde g; je priemer v j tej skupine a pocet stupiiov volnosti je df = n — #groups, teda pocet pozorovani
minus pocet skupin.

Takéto 62, sa lahko zrata. Treba len kazdej kombinécii prediktorov j priradit jeden parameter.
Takyto model sa nazyva saturovany. Porovnanim saturovaného modelu s nasim modelom pomocou
F-testu nam dava sposob ako otestovat vhodnost fitu. Treba si dat pozor na interpretaciu R? pretoze
ak mame pre nejaki kombinaciu prediktorov viacero réznych odoziev, potom maximéalne R? nie je 1
ale mene;j. Statistické testovanie fitu je len pomockou, nie ciefom pre vyber modelu. Vieme, Ze model,
ktory vyborne fituje data vie velmi zle predikovat budice hodnoty.
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7.4 Robustna regresia

Ak st chyby normélne rozdelené, MNS je odhad maximum likelihood, teda asymptoticky efektivny,
teda v istom zmysle najlepsi. Ak vSak nie st, mozeme sa popozerat po alternativach. Problémom je
ak maju chyby tazkochvosté rozdelenie a teda pravdepodobnost velkych rezidui je velké a tieto vedia
vyrazne ovplyvnit fit, ¢o je neziaduce.

Z minula vieme ako detekovat outlierov a vieme, Ze ich méZeme vyhodit a odhadnut parametre
pomocou MNS na okliestenej vzorke. Problémom viak je ak je outlierov viacej a jeden maskuje druhého.

7.5 M - estimation

Ideme minimalizovat nejakd funkciu vychyliek, nie nutne storce

Zp )

e p(z) = 22 dostavame MNS
e p(z) = |x| sa nazyva least absolute deviation - LAD alebo L; regresia

clz| — /2 inak
Parameter ¢ volime ako nejaky robustny odhad o. Hodnota propociilna medianu |é| je vhodna.

2
< <
o p(x) = { z%/2 ?k ) < e sa nazyva Huberova metoda a je ¢osi medzi MNS a LAD.

Minimalizédcia najmensich Stvorcov vedie k rieSeniu nasledovnej siistavy rovnic
XT(y—XB)=0
y - Y

v pripade WLS méame

1,...

Z Wiz (y Z viBj) = \Z

Ak zdiferencujeme Y " | p(y; — zI 8) podla 5]- dostavame

n p n / p
P AU .
Zp’(yz- - Zwiﬁﬁi)xij = Z %%(% - Zf%ﬂj) =0, Vji=1..p,
i=1 Jj=1 i=1 ¢ j=1

teda vidime, ze M-estiméacia zodpovedda WLS s vahami w(u) = p'(u) /u.

e V pripade MNS je w(u) konstantna
e Pri LAD: w(u) = 1/]u|. (Pri v = 0 mame problém, takZe to musime modifikovat)
1 aklz|<c

e Huberova metoda: w(u) = { ¢/lu| inak

Tato metoda potrebuje odhadnit vahy na zéklade rezidui, preto postupujeme viackrokovo. V prvom
kroku odhadneme rezidua a pomocou nich skonstruujeme véhy, ktoré pouzijeme v druhom kroku. Takto
iterujeme az kym nedokovergujeme. Pozor R? v tomto pripade nedava zmysel.

7.6 Least trimmed squares

Huberova aj L; metéda zlyhd ak mame zhluk outlierov. Least trimmed squares metdda sa pozera len
na urc¢ity pocet najmensich reziduélov, tie ostatné ignoruje.

a
arg min Z é%l)
i=1
Ako zvolit ¢7 Odporuca sa zacat s ¢ = [n/2| + [(p+1)/2].

V tomto pripade nemame asymptotické rozdelenie estimatora ako v pripade MNS a preto na kon-
strukciu konfiden¢nych intervalov pouzijeme bootstrap. Pripominame rezidualny bootstrap
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e Vygenerujeme €* - vektor dlzky n pomocou vytahovania s opakovanim z €y, ..., €,

A

e Vytvorime y* = XB + €*
e Pomocou (X, y*) vypocitame [5*

Toto zopakujeme mnohokrat a kvantily distribicie vygenerovanych B* pouzijeme ako konfidené¢ny in-
terval.

light

3.6 3.8 4.0 4.2 4.4 4.6
temp

Obr. 18: Porovnanie: MNS (plné ¢ara), Huberov estimator (bodkovand) a LTS (¢iarkovana). (Zdroj:
[Far14]).

7.7

Zhrnutie

Robustné estiméatory nam pomézu s dlhymi chvostami distribiicie chyb avsak nie s korelovanostou
chyb.

Na statistickil inferenciu pri robustnych estimatoroch pouzivame bootstrap.

Robustny estimator mozeme pouzit na detekciu problému s distribticiou chyb. Ak sa robustny
estiméator a estimator pomocou MNS prilis Ii§ia, je to zdvihnuty varovny prst.

Robustny estimétor je uzitoény ked treba automaticky analyzovat data a outlieri naAm mozu
vyrazne ublizit.
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8 Transformacie

V kapitole o diagnostike sme diskutovali aké mame v dispozicii rieSenia v pripade ak niektoré predpo-
klady linedrneho Gaussovského modelu zlyhaji. V tejto kapitole sa podrobnejsie pozrieme na transfor-
movanie premennych.

8.1 Transformacia odozvy

Ak je odozva transformované, tak model sa tiplne zmenil. Parametre modelu maja tplne ina interpre-
taciu. To, ktory model je vhodnejsi zavisi aj od toho, akym spdsobom v stupuje chyba do modelu a to
¢i

e aditivne - napr.: y = Sy + f1z + €

e multiplikativne - napr.: log(y) = o + f1z + € ~ y = exp(Bo + S1z) exp(e).

Toto v praxi samozrejme nevieme a preto je dobrou praxou vyskusat viacej modelov a vybrat ten, ktory
mé Strukturalnu formu spravne. Distribucia chyb je az druhorada. Naucili sme sa sposoby ako atakovat
problémy nekonstatnej variancie alebo korelovanosti chyb.

8.1.1 Box-Coxova transformacia

Box-Coxova transformécia je spdsob ako pretransformovat kladnt odozvu (y > 0) tak, aby predpoklad
normality v linearneho modeli bol ¢o najvierohodnejsi. Transformacia vyzera nasledovne

Lol gk # 0
= A
Y — 9a(y) { log(y) ak A=0 "

teda uvazujeme akusi triedu transformacii. Otazkou zostéava ako rozumne urcit parameter \. Profilovy
log-likelihood v pripade linearneho modelu s normalnymi chybami je

L(A) = =5 log(RSS)/n) + (A= 1) Y log(y).

Co je to profilovéa log-vierohodnost? Uvazujme log-likelihood L(5,0,)\) ktory pre fixny parameter A je
maximalizovany v (8*(\), 0*(\)) = arg maxg, L(5, 0, A). Potom L(X) = L(5*(\),0*(N\), A).
Maximalizaciu L(\) musime robit numericky. Dostaneme A odhad ML, ktory nam nasepkava ako
y

AN . ~ . . 1 N 2
mozeme pretransformovat odozvu. Nemusime vSak robit priamo *5— ale staci y*, lebo nasobok odozvy

nam len ponasobi odhady parametrov a posun bude pohlteny interceptom. A ak ndm vyjde A= 0.4893,
tak pouzije najblizsie rozumné ¢islo, teda v tomto pripade 0.5.

Testovat Hy : A = ), moZzeme pomocou pomeru vierohodnosti 2(L(A) — L())), ktory méa za
platnosti Hy asymptoticky x? rozdelenie. Zaujimavou je hodnota Ao = 1, teda test, ¢i méa vobec zmysel
transfromovat odozvu alebo nie.

Zopéar poznamok ohladom Box-Coxovej transformacie.

e Tato metoda je citliva na outlierov, ¢o je indikované prilis vysokou hodnotou .

e Ak su nejaké y; < 0, moZeme posunit vSetky y; o konstantu, ak nie je prilis velka.

e Ak je maxy/miny malé, tak transformécia je skoro zbyto¢na lebo mocninova funckia je dobre
aproximované linearnou na kratkom intervale.

St aj iné metody transformovanie y

e log(a + y) kde —a je hodnota kedy za¢ne y prudsie rast.

e log(y/(1 —y)) pre data typu proporcie
e log((1+y)/(1—y)) pre korelaéné koeficienty
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Obr. 19: Profile likelihood. V tomto pripade transformacia nie je uzito¢na, nulovi hypotézu Hy : A = g
nevieme zamietnut. (Zdroj: [Farl4]).

8.2 "Hokejkova'regresia

Predstavme si, Ze by sme pre rozne casti dat chceli prelozit rozne krivky. Napriklad krajiny s velkym
podielom populacie menej ako 15 ro¢nych vyrazne inak sporia ako krajiny z tymto nizkym podielom.
Prelozenie dat dvomi réznymi krivkami vedia k nespojitosti, a to moéze byt neziadice. Mézme chciet
prelozit jednu krivku, ktora vsak bude mat iné smernice pre rozne Casti dat.

Ako to urobit? Uvazujem dve hokejkové funkcie, kde konstanta c¢ je dopredu urcena:

Bl(x):{c—x ak ©z < ¢ {x—c ak z > ¢

0 inak By(x) = 0 inak
Model, ktory odhadneme bude nasledovny

y = Bo+ 1Bi(z) + BB, (z) + €.

ktory mé len 3 parametre, kdezto na prelozenie dvoch priamok potrebujeme 4 parametre.
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Obr. 20: Hokejkova regresia. (Zdroj: [Farl4]).

8.3 Polynémy

Linearny model sa vola linearny ale umoznuje nam odhadovat prudko nelinearne funkcie
y=PBo+ Bz + ...+ gz’ +e.

Nejde ani o to, ze by sme skutocne verili, Ze y je naozaj akymsi polynémom v zavislosti od x ale vie
nam to pomoct modelovat rézne vlastnosti vztahu medzi = a y.

e kvadraticka funckiu pouzivame ak sa nazdavame, ze existuje nejaka optimalna hodnota prediktora
pre odozvu. Napriklad ak je odozvou chut chleba a prediktorom teplota. Nechceme totiz chlieb
ani nedopeceny ani spaleny.

Mozeme postupne pridavat celny vysSieho radu kym st signifikantné.

Alebo postupne odoberat nesignifikantné ¢leny.

Odoberat ¢leny nizsieho radu vo v8eobecnosti je nie dobry napad alebo ak to robime, musime mat
na to dobry dovod.

Ak napriklad odobereme linearny ¢len ale kvadraticky tam nechame, implikuje to, Ze optimum je
v nule.

e Ak odoberieme intercept, tak regresna krivka musi ist cez nulu.

Aby sme zabranili takymto problémom, mozeme skonstruovat ortogonélne polynémy. Takze ak
pridame dalsi regresor (polyném vyssieho radu) parametre sa nam nezmenia. Ako bonus st aj numericky
stabilnejsie. Pre polynémy z;

21 =a1 + blﬂf

Zo = Q9 + bzl’ + CQ[B2

Z3 = a3+ bg[E + 031'2 + C4ZE3

nastavime koeficienty a, b, c... tak aby platilo 2! z; = 0 pre i # j.

8.4 Splajny

Predoslé metédy mali nejaké ziadice aj neziadtce vlastnosti.

e polynémy boli hladké funkcie ale kazdy jeden bod ovplyviuje celkovy fit.
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e hokejky mali vlastnost "lokdlnosti", body na jednej strane neovplyviiovali fit na druhej strane.

Neboli vsak dost hladké.

Splajny kombinuji vyhody oboch tychto metéd. Urobime oby¢ajnt linearnu regresiu, kde odozvu
vysvetlujeme pomocou béazickych funkcii.

Co st bazické funkcie kubického B-splajnu? St to funkcie na danom intervale la,b] a pri danej
mnozine uzlov ti, ts, ..., t, ktoré spliaji nasledovné vlastnosti

o Kazdé bazickd funkcia je nenulova na Styroch po sebe idicich intervaloch zadefinovanych uzlami
a v8ade inde je nulova. (Toto zabezpedi lokalnost)

e Na kazdom intervale medzi dvoma po sebe idiicimi uzlami je bazicka funkcia kubickym polynémom

e Kazda bazicka funkcia je spojitd a ma spojité prvé a druhé derivacie v uzloch. (Toto zabezpeci
hladkost.)

e Integral bazickych funkcif je 1.

06 08 1.0

bx
0.4

0.2

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
X X

Obr. 21: Kubicky B-splajn, vlavo bazické funkcie, vpravo data a fit. (Zdroj: [Farl4]).

Alternativou ku regresnyjch splajnov spomenutym vyssie st vyhladzovacie splajny. Namiesto mini-
malizacie stvorcov rezidui minimalizuja

S s e [,

kde A je "cena" za nehladkost. Parameter A\ mozeme zvolit pomocou krizovej validacie.

8.5 Aditivne modely

Aditivne modely st velmi flexibilné. Naraz nam uréia transformécie vSetkych prediktorov.

y=a+ fi(z)+...fr(z,) +¢€

Funkcie f; moézu byt napriklad vyhladzovacie splajny.

38



9 Vyber modelu

V tejto kapitole sa budeme bavit o vybere modelu. V dispozicii mame isti mnozinu modelov, napriklad
v dispozicii nejaké regresory, ktoré moézu alebo nemusia vstupovat do regresie. Alebo moézeme mat
zdujem urcovat stupen polynému.

Vacsi model bude lepsie fitovat déata, avSsak pridanim nepotrebnych premennych vnasame do mo-
delu Sum a ten zhorsi predikciu. Nejde len o predikciu, princip Occamovej britvy hovori, ze z réznych
vysvetleni nejakého fenoménu si vyberame to jednoduchsie vysvetlenie.

e 'Among competing hypotheses, the one with the fewest assumptions should be selected.’

e John Punch 1639: 'Entities must not be multiplied beyond necessity’

o Aristoteles: "We may assume the superiority ceteris paribus [other things being equal| of the de-
monstration which derives from fewer postulates or hypotheses.’

e Ptolemaus: 'We consider it a good principle to explain the phenomena by the simplest hypothesis
possible.’

e Madhva: "To make two suppositions when one is enough is to err by way of excessive supposition’

e Isaac Newton: 'We are to admit no more causes of natural things than such as are both true and
sufficient to explain their appearances. Therefore, to the same natural effects we must, as far as
possible, assign the same causes.’

Okrem toho, zbierat menej typov dat je aj lacnejsie. Vyber modelu zavisi aj od toho, ¢o s nim
chceme robit.

e Ak chceme predikovat, méZzeme uprednostnit vacsi model aj ked mensi model moZe byt estetickejsi.
Pripustame, Ze nejaky prediktor ma vplyv na odozvu aj ked to v naSej konkrétnej datovej vzorke
tak nevyzera.

e Ak chceme vysvetlovat, preferujeme mensie modely, ale neddvame do regresie len tie prediktory,
ktorych efekt nas zaujima ale chceme kontrolovat aj efekt ostatnych premennych.

V tejto kapitole sa budeme venovat dvom typom vyberu modelu: jeden na zéklade testovania hypotéz

a druhy na zaklade tzv. informac¢nych kritérii.

9.1 Hierarchické modely

Niekedy moézeme v ramci priestoru modelov urcit akusi prirodzent hierarchiu. Napriklad ked modelu-
jeme odozvu ako polyném prediktora.
Predstavme si situéciu, ze by sme mali model

y = Po+ brr + Par’ + €
a vysiel by nam, ze prediktor z nie je Statisticky vyznamny. Ak by sme v8ak vybrali miesto neho model
y=Fo+ B’ +e,

tento model by mal taka vlastnost, Ze ak posunieme x o konStantu, teda ak z nahradime = + a, model
sa zmeni na
y = Bo+ B20® + 2Bsax + fox’ + €.

Teda nas model neumoznuje posunutie x o konstantu, a to je neziadtca vlastnost.
Iny priklad: ak modeluje odozvu ako polyném dvoch prediktorov

y = Bo + Biz1 + Baza + 511% + 522@ + Brox179 + €,

a odoberieme interakény ¢len, znamena to, Ze dostaneme model ktory neumoziuje rotéciu priestoru
prediktorov, tato by totiz znovu zaviedla interakény clen.
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9.2 Procediry zalozené na testovani hypotéz

e Spitna eliminacia - Zac¢neme s modelom so vSetkymi prediktormi a postupne vynechévame
prediktory, ktorych prislusna p-hodnota je vicsia ako nejakd hodnota a..;. Toto opakujeme az
dokym nebudu mat vSetky prediktory p-hodnotu mensiu ako ag.;;. Ak nés zaujima predikcia,
hodnota a.;; okolo 15-20% sa javi ako vhodna.

e Postupny vyber regresorov - Zac¢iname s malym modelom a priddvame do modelu prediktor,
ktory méa najmensiu p-hodnotu, ktora je zaroven mensia ako ag.;;. Zastavime, ked Ziaden novy
prediktor neméa p-hodnotu mensiu ako a,.

e Krokova regresia - Je kombinaciou predoslych dvoch. Sadou pravidiel mézeme v jednotlivych
krokoch pridat alebo odoberat regresory.

Zopar poznamok:

e Tieto metddy nemusia vybrat optimélny model.

e p-hodnoty finalneho modelu nie st platné, pretoze st vysledkom viackrokového testovania. Vy-
sledky st optimistickejsie ako skuto¢nost.

e to, 7ze sl premenné odstranené z modelu neznamené, Ze nesivisia s odozvou, ale skor, Ze ich
predikéné sila je popri ostatnych prediktoroch len mala.

e tieto procedury maju tendenciu vyberat modely, ktoré su prilis malé na predikciu. Predstavte si
priklad, kedy uvazujeme ¢ nechédme sklon priamky v regresii alebo nie. Aj ked napriklad nie je
Statisticky vyznamny, nevieme, ¢ v budicnosti nebude vediet dobre predikovat, nesignifikantnost
moze byt ¢isto len dosledkom malej datovej vzorky.

e ked méame prili§ méalo pozorovani v porovnani s poc¢tom prediktorov, najdeme aj Sume nejaké
zavislosti.

e niekedy mame premenné, ktoré spolo¢ne funguju ako skupina. Napriklad dummy (0-1) premenné
pre roky, ak modelujeme zavislost v ¢ase. Tieto procediry na to neprihliadaji a mézu napriklad
vyhodit dummy premenné pre niektoré roky a iné zasa nie. V tom pripade musime tie ostatné do
regresie manualne pridat

e tieto metddy v Ziadnom pripade nenahradzaji expertna skisenost alebo zdravy rozum a musia
byt pouzivané velmi opatrne. St akymsi velkym mechanickym kladivom.

e tieto metdédy vam neodhalia zazracne ¢o sa v datach nenachadza. Ak mate malo alebo nekvalitnych
dat, tak vam nepomoze ziadna akokol'vek sofistikovana metoda.

9.3 Procedury zalozené na informac¢nych kritériach

Informac¢né kritéria hodnotia fit modelu ale beri do tvahy aj jeho komplexitu. Ak maji dva modely
rovnaky fit vyberame si ten, ktory je jednoduchsi.

IC = — ([FIT MODELU] — [KOMPLEXITA MODELU])

Mame parametricky model f(y|6), zatial ¢o data pochadzajua zo skutoénej, ndm neznamej distribucie
g(y). Ak je model korektne Specifikovany, potom existuje hodnota 6y taka, ze f(y|6y) = f(y). Ak model
nie je korektne Specifikovany, potom takato hodnota neexistuje. Ked sa uz funkcia g nemoze rovnat
f(+10) pre ziadnu hodnotu parametra 6, chceli by sme vybrat aspon takt hodnotu, aby boli g a f(+|6)
¢o najblizsie pri sebe. Uvazujme nasledovnu vzdialenost dvoch distribucii, ktoré sa nazyva Kuhlback-
Leiblerova divergencia.

KL, 500) = [ otw)ton (£5) dy

Uvazujme maximum-likelihood odhad 0 parametra 6. KL divergencia v tomto bode je

1000) - oo 2 )
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Tato kvantita je ndhodnou premennou a ndhodnost prichadza z 0. Nevychyleny odhad strednej
hodnoty tejto ndhodnej premennej je

E, <KL <g, f(-\é))) = —L(f) + p + constant,

kde p je pocet parametrov. VSimnime si, ze ak uvazujeme sadu modelov s rovnakym poc¢tom parametrov,
tak minimalizovanie strednej hodnoty KL-divergencie je to isté ako maximalizovanie log-likelihoodu.
Teda minimalizovanie hore uvedeného kritéria je akysi maximum likelihood, ktory berie do uvahy vel-
kost modelu.

Akkaikeho informacéné kritérium (AIC) je

AIC = —2L(0) + 2p,

a preferujeme modely s ¢o najnizSou hodnotou AIC. Prvy ¢len preferuje modely, ktoré fituju data lepsie,
druhy zas mensie modely.
Alternativou k AIC je Bayesovské informaé¢né kritérium (BIC)

BIC = —2L(0) + plog(n)

ktoré prisnejsie penalizuje velké modely. Ktoré kritérium vybrat? Ak nas zaujima prediktivna vykonnost
tak AIC, ak chceme maly parsiménny model, tak BIC.
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Obr. 22: Najmensie AIC pre rozny pocet prediktorov v lineérnej regresii. (Zdroj: [Farl4]).
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Dalsie kritérium pre posudzovanie modelu je upravené R? (adjusted R? alebo R?). Obycajné R* =

1-— ?—g‘g neberie do uvahy velkost modelu.

RSS/(” _p) -1 &Zqodel
TSS/(n —1) 52

null

R=1-

Kde 62, je nevychyleny odhad variancie chyb v linedrnom regresnom modeli a 62, je odhadom v
modeli len s interceptom.

Poslednym kritériom, ktoré spomenieme je Mallow-ova C,, Statistika. Dobry model by mal mat
mald priemernt sumu Stvorcov predikénych chyb % 3, E(3; — E(y;))? a tato kvantita sa dé odhadnat

pomocou

RSS,
Cp = Tp + 2]7 —n,
kde 62 je odhad variancie Sumu z modelu so vietkymi prediktormi, RSS), je rezidualna suma Stvorcov
z modelu s p parametrami. Pre model so vSetkymi prediktormi sa C}, = p. Pre model s p prediktormi
E(RSS,) = (n —p)o?, a preto E(C,) ~ p. Cheeli by sme model, kde C, bude mensie ako p.

8 10 12 14 16

Cp Statistic

Adjusted R-square
6

0.60 0.62 064 066 0.68 0.70

le o -

2 3 4 5 5] 7 3] 2 3 4 5 B 7 8
No. of Parameters MNo. of Parameters

Obr. 23: Najmensie R? a C, pre rozny pocet prediktorov. (Zdroj: [Far14]).

9.4 Zaver

Automatické metddy na vyber modelu st nastrojom, ktory musi byt pouzivany opatrne a nenahradi
expertnu skusenost. Metody zalozené na testovani hypotéz si opakovane vyberaju stéle vac¢si a vACSI
model alebo mensi a mensi model. Kriteridlne metoédy funguju systematickejsie a su lepsie teoreticky
podkuté, preto su vo vSeobecnosti preferovanejsie.

Ak mame skupinu modelov, ktoré fituji data podobne, tak na pomoc pouZijeme tieto otazky.

Déavaju modely kvalitativne podobné zavery?
Predikuja podobne?

Ako naro¢né je meranie prediktorov?

Ktory model ma najlepsie diagnostické grafy?

Ak sme v situacii, ze modely st podobné ale vedu k vyrazne rozdielnym vysledkom, potom skratka
data nemusia vediet jednozna¢ne odpovedat na otézku, ktora nas zaujima. Je intelektuélne poctivé
ocenit tuto neistotu, akokolvek to moze byt nepraktické alebo nevyhodné.
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10 Scvrkavacie metody

Castokrat sme v situacii, ze prediktorov je prilis vela v porovnani s velkostou datovej vzorky. Predosla
kapitola hovorila o vybere modelu. Mohli sme z naSich kandidatov na prediktorov vybrat nejakych
napriklad pomocou informac¢ného kritéria.

Tato kapitola bude o tom, ako rozumne zmensit zmensit dimenziu priestoru prediktorov.

10.1 Metdda hlavnych komponentov (Principal Components Analysis)

Predstavme si situéaciu, Ze mame mnoho prediktorov, velmi korelovanych. MéZeme sa snaZit ortogonali-
zovat tento priestor. Ak mame 40 premennych a 100 porozovani, tak mame 100 bodiek v 40 rozmernom
priestore. NaSou ambiciou bude teraz zmensit tento priestor. NaSa matica prediktorov méa tentkrat
rozmer 100 kréat 40 (pozor na preklep v knihe).

Zacneme tym, Ze najdeme 40 takych ¢isel uy (vektor rozmeru 40), Ze variancia Xu; je maximéalna
mozna. Okrem toho budeme pozadovat, aby ulu; = 1, a to preto, aby bol vektor u; jednoznac¢ne defi-
novany. Vektor Xu; budeme nazyvat prvy hlavny komponent. Spomedzi vSetkych moznych linearnych
kombinécii prediktorov (teda kombinacii stlpcov matice X) sme vybrali tt najvariabilnejsiu kombinaciu,
teda ta v ktorej je najviac informacie.

Druhy hlavny komponent dostaneme tak, Ze najdeme vektor uy tak, aby var(Xwus) bola maximélna
a zaroven aby us bol kolmy na uq, teda aby ugul = 0 a zaroven u{uz =1.

Tymto sposobom pokracujeme a vieme reprezentovat kazdy bol v oblaku bodov matice X ako jedno-
znacnu linedrnu kombinaciu hlavnych komponentov. Pointou je, ze napriklad 5 hlavnych komponentov
moze vysvetlit az 99% variacie v X. To znamenad, Ze nepotrebujeme 40 ¢isel na reprezentovanie jedného
porozorania ale sta¢i nam napr. len 5.

e Hlavné komponenty st ortogonalne ¢o je vyhodné, ak ich pouzivame ako prediktory v regresii,
lebo pridanim dalgieho hlavného komponentu sa ndm nezmenia odhady parametrov. Okrem toho
odhady st numericky stabilnejsie.

e Hlavné komponenty mozu Setrit pamét alebo miesto na disku.

e Hlavné komponenty mozu ale nemusia byt interpretovatelné. Niekedy tym, Ze vidime akej linearnej
kombinécii u; zodpoveda prvy komponent, tak mézme pochopit o ¢o ide, a to nam vie pridat vhlad
do problematiky.

e Hlavné komponenty nam moézu pomoct odhalit zhluky podobnych bodov. V 40 rozmeroch nas
¢astokrat nasa intuicia opusta.

Pre pouzitim PCA je castokrat vhodné normalizovat prediktory, to je kvoli tomu, aby analyza
nezavisela na posune o konstantu alebo na zmene jednotiek.

PCA je zalozena na variancii a ta je citlivd na outlierov. Otézkou je ako najst outlierov v 40
rozmernom oblaku dat? Pomocou tzv. Mahalanobisovej vzdialenosti.

di = /(= "5 (i — ),

kde p je miera centrality a matica 3 je mierou kovariancie. Na odhad p a ¥ je vhodné pouzit robustné
odhadovacie metody.

Hlavné komponenty sa daju pouzit v regresii, akym spdsobom vyberieme pocet hlavnych kompo-
nentov vstupujucich do regresie? Pomocou krizovej validacie. To ako dobre model predikuje budeme
merat pomocou RMSE= root mean squared error.

RMSE — (i w> .

=1

Ked uz chceme vediet ako dobre naSa metdda predikuje, najlesie je to na novych datach. Alebo
moézeme rozdelit nase povodné data na dve vzorky - trénovaciu a testovaciu. Na trénovacej odhadneme
model a na testovacej otestujeme ako dobre sa modelu dari predikovat.
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Obr. 24: (Zdroj: https://www.quora.com/What-is-an-intuitive-explanation-for-PCA

10.2 Odvodenie PCA

Majme p-rozmerny nahodny vektor x = (21, x, ..., x,)", ktorého stredna hodnota je (0, ...,0)” a kova-
rian¢na matica (p x p) je ¥, ktorej (i, 7)-ty ¢len je 3; ; = cov(w;, ;). Variancia u” z je var(z’u) = v’ Su.
K nasledujicemu minimaliza¢nému problému

T

maxu? Yu subject to ulu=1

je prislusna Lagrangeova funkcia u?Yu — M(u?u — 1). Ak je nejaky vektor u riefenim tohoto maximali-
zacného problému, potom musi splhat podmienky prvého radu

0

ou
a preto musi byt u vlastné ¢islo kovarian¢nej matice ¥ a Lagrangeov mulitplikator A je prislusné vlastné
¢islo.

(u"Su — AMu"u—1)) = 25u — 2 u =0,

var(u'z) = v Lu = Mulu = A,

preto prvy hlavny komponent je z7u;, kde u; je vlastny vektor, ktorému zodpoveda najvicsie vlastné
¢islo matice X..
Druhy hlavny komponent dostaneme podobne, rieSime problém

maxu! Yu subject to ulu; =0,ufu=1,
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kde podmienka u?u; = 0 zabezpedi, Ze cov(ulz,ul'z) = uT'Su; = \julu; = 0. Prislugna Lagrangeova

funkcia je u'Yu — AM(uTu — 1) — ¢pulu;. Pomocou podmienok prvého radu

82 (u"Su— Au"u—1) — gu'uy) = 28u — 2)u — guy =0
u

Ponasobenim poslednej rovnice zlava u! dostavame 2u! Yu — 2 ufv — ¢ulu; = 0 — 0 — ¢1 = 0, preto
¢ = 0 a podmienka prvého radu sa redukuje na

Yu— du=0.

Preto znova aj pre druhy hlavny komponent musi platit, Ze je to linearna kombinacia z”us taka, Ze
uy je vlastny vektor matice ¥. Vyberieme vlastny vektor, ktorému zodpovedd druhé najvicsie vlastné
¢islo.

Tento postup opakujeme a k-ty hlavny komponent je je 27wy, kde wy, je vlastny vektor matice
zodpovedajuci k-temu najviacsiemu vlastnému cislu-

Kovarian¢na matica X je neznama ale vieme ju konzistentne odhadnit ako (poznamenavame, Ze x
m4 nulovii stredntt hodnotu)*

1

S =3 =
n—1

XTX,

kde X je (n x p) matica, ktorej riadky st jednotlivé pozorovania.

4Ak 2 nema nulova strednt hodnotu, tak sta¢i od kazdého prvku matice X odpocitat jeho priemer cez stipce.
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10.3 PCA priklady
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Obr. 25: (VIavo: rozne kombinécie prediktorov dosiahnu rézne velku variaciu v datach. Tretia linedrna
kombinacia obsahu vit.C vldkniny a tuku nam umoziuje rozlisovat medzi potravinami. Vpravo: vysledok
PCA, zobrazenie jedal pomocou dvoch hlavnych komponentov. Zdroj: https://www.quora.com/
What—-is—-an-intuitive-explanation-for-PCA

Sample of original faces before running PCA:

Obr. 26: Kazdych obrazok je dlhy vektor ¢isel, kde kazd
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é ¢islo zodpoveda sivosti daného pixelu. VIavo
origindlne tvare. V strede: odhad tvari pomocou 36 hlavnych komponentov. Vpravo: 36 hlavnych kom-
ponentov. Zdroj: https://github.com/gbuesing/ pca/tree/master/examples



10.4 Partial Least Squares
NasSou tlohou je ndjst také ortogonalne kombinacie 11, ..., T prediktorov Xi, ..., X,, Ze predikcia
y =0T + ... + BTk,

je ¢o najlesia mozna. Na odhadnute T; st rézne algoritmy a ich pocet sa vybera pomocou krizovej
validacie.

Obr. 27: Partial Least Squares - schematické znazornenie. Zdroj: Faraway(2014)

10.5 Ridge regression

Ako zostabilnit odhady parametrov? Tak, Ze im "zakaZeme"prili§ velké hodnoty. Toto mozeme urobit
viacerymi sposobmi. Jednym z nich je hrebenova regresia. Namiesto minimalizacie Stvorcov, minimali-
zujeme

(= XB)(y— XB) + 1Y 82
J
¢o je ekvivalentné s
(y—XB8)"(y — XB) subject to 25]2 < 2.
J

~ Odhad je B=(XTX + A )~'X"y. Toto je priklad penalizovanej regresie. Pre A — 0 dostavame
B — Brs a pre A — oo dostavame [ — 0. Parameter A nastavime pomocou krizovej validacie.

Odhad parametrov je vychyleny ale to je cena, ktortu platime za stabilnejsi, teda menej variabilny
odhad.
10.6 LASSO

(y—XB) (y— XB)+ 1> 18]
J
¢o je ekvivalentné s
(y — XB)'(y — XpB) subject to Z 18] <t
J
Vyhodou Lassa je, ze vdaka tvaru penalty niektoré parametre priamo vynuluje. Preto akoby robil
vyber modelu aj odhadovanie modelu naraz! Lasso je rozumné pouzivat ak sa domnievame, Ze existuje

niekol'ko silnych efektov a vela inych prediktorov nema na odozvu Ziaden vplyv.
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N>

Obr. 28: Stratova funkcia ma minimum v BLS, tam sa dosahuje najlepsi fit. Penalta A vSak postva
optimum blisie k nule (scvrkéva parametre), a to na kruznicu (vlavo ridge: >°%_, 37 = t?) alebo stvorec
(vpravo LASSO : >70_, |B;] =t). Zdroj: Faraway (2014)
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11 Kategorické prediktory

11.1 T-test

Zacnime zopakovanim si klasického t-testu na rovnost strdnych hodnoét. Predstavme si, Ze sme v si-
tuécii, ze chceme porovnat, ¢i maju dve skupiny, skupina A a skupina B, rovnaku strednt hodnotu
normélne rozdelenej skalarnej odozvy y. Pozorujeme datové vzorky velkosti ny a np a prepokladame,
7e y4 a yp maji rovnaké variancie 04 = 0%. Nezname stredné hodnoty pa a pup vieme konzistentne
odhadnit pomocou aritmetického priemeru, ktory ma normélne rozdelenie. Ak by sme aj neuvazovali
predpoklad normality rozdelenia y4 a yp tak Centralna limitné veta nam hovori, Ze spravne naskalovany
aritmeticky priemer ma asymptoticky norméalne rozdelenie. MéZeme ale nemusime uvazovat, ze tieto
nase dve skiimané skupiny maju rovnakta varianciu odozvy. Varianciu vieme odhadnut konzistentne
pomocou vyberovej variancie, ktora je za predpokladu normality rozdelena ako X%n — 1) (alebo aspon
asymptoticky ak nepredpokladdme normalitu), kde n je velkost datovej vzorky.

Studentov t-test pre rovnost strednych hodnét, za predpokladu rovnakych variancii 04 = 0%. Hy :
14 = pp voci obojstrannej alternativnej hypotéze Hy : ua # up.

Na testovanie Hy mdzeme pouzit fakt, Ze nasledovna Statistika mé ¢ rozdelenie s (ng + np — 2)
stupfiami volnosti.

T — (?JA - yB) - (MA - MB) ~ g tmp 2,
Sp /1 + 1
nA np

a S? a S% st vyberové variancie.

2 (na—1)53+(np-1)S%
kde Sp 'ﬂAIj‘nB 5

11.2 Teraz naspat k regresii

Uvazujme nasledovny linedrny regresny model bez interceptu s normalne rozdelenymi homoskedastic-
kymi chybami

Yi = Badia + Bpdip + €

kde d; 4 = 1 ak i-te pozorovanie patri do skupiny A a 0 inak. Podobne d;g = 1 ak i-te pozorovanie patri
do skupiny B a 0 inak.

Vsimnime si, Ze pre skupinu A je na zaklade linearneho regresného modelu odozva y4 ~ N (84, 0?)
a yp ~ N(Bp,0?). Toto st tplne identické predpoklady ako v pripade t-testu vysgie!

Pomocou metédy najmensich stvorcov mozeme odhadntt parametre Sa4 = pa a fp = up a tie
nebudt ni¢ iné ako aritmetické priemery a teda 6 A =1 a 53 = yp. Z regresnej tabulky hned vieme
vycitat, ¢i su tieto priemery signifikantne rézne od nuly. To je fajn ale nas teraz zaujima rozdiel tychto
strednych hodnot.

Ak by sme pridali intercept to hore uvedeného modelu dostali by sme

Yi = Bo + Badia + Bpdip + €

a mali by sme problém s multikolinearitou, a to preto lebo d;4 + d;g = 1 a teda regresory su perfektne
korelované.

Mézme si zvolit jednu skupinu za referen¢ni, nech je to skupina B a potom odhadnut nasledovny
model

Yi = Bo+ Bdia +€

Teraz ak d;4 = 1 tak y; ~ N(By + B,0%) a ak d;4 = 0 tak y; ~ N(By, 0?), takZe koeficient 3 m4 teraz
ind interpretéciu, a to, ze o kol'ko je v priemere odozva y4 vicsia ako ypg.

Testovanie signifikantnosti tohoto parametra 3 je teda tplne totozné s t-testom vyssie. Tu vidime,
aky bohaty je linedrny regresny model. T-test na testovanie rovnosti strednych hodnot za predpokladu
rovnakej variancie (preto predpoklad homoskedasticity v regresnom modeli) je len jeho Specidlnym
pripadom.
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Uvazujme model, kde je okrem kategorickej premennej aj ordinalna

Y = Bo + Badia + Bxx; + €

tu umoznujeme aby stredna hodnota zavisela nielen od skupiny ale aj od hodnoty x;. Skupina A a
skupina B vSak maju rovnaku citlivost strednej hodnoty na z. FlexibilnejSou alternativou je model

Yi = Bo + Badia + Bxx; + Bxaxidia + €.

V tomto modeli y;4 ~ N (8o + Ba + (Bx + Bxa)zi, 02) a yig ~ N(fo + Bxxi, 02).

ptsd
ptsd

Obr. 29: (VIavo flexibilnejsi model s interakénym ¢lenom, citlivost pre dve skupiny moze byt rézna.
Vpravo model bez interakéného ¢lena, stredna hodnota je posunuta o konstantu. Zdroj: Faraway 2014

V pripade, Ze chceme interpretovat parametre v modeli s interakénym ¢lenom je vyhodné si vycen-
trovat ordinélnu premennt pomocou nejakej typickej hodnoty (¢i uz stredné hodnota alebo mediéan).
Koeficient pri dummy premennej sa niekedy tazko interpretuje, nakol'ko na interpretaciu potrebujeme,
aby bola ordinalna premenna 0 a to niekedy nie je zmysluplné, napriklad, ak je ordinédlnou premennou
vek.

Pre kategoricki premennt, ktora nadobtida viacej ako 2 hodnoty pouzijeme viacej dummy premen-
nych, konkrétne poc¢et hodnét minus jeden.
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12 Criepky z elementarnej pravdepodobnosti a Statistiky

12.1 Spojite rozdeleny ndhodny vektor

Nahodny vektor je kolekcia nahodnych premennych, teda subor F-meratelnych funkecii na pravdepo-
dobnostnom priestore (2, F, P)

X1
X
X=1. (12.1)
Xn
Pre spojite rozdelené X vieme pravdepodobnostné spravanie aplne popisat distribu¢nou funkciou
Fx alebo funkciou hustoty fx(x1,...,z,). Plati medzi nimi nasledujuci vztah.
Fx(ty,...,ty,) = P(X; <ty,.... X, <t,) =

/ / fX Zl,...72n)d21...d2n

Speciélnym pripadom nahodného vektora je ked st jeho jednotlivé ¢asti nezavislé. V tomto pripade

Ix (e, oan) = fx (1) -+ fx, (20).

Stredna hodnota nahodného vektora je definovana nasledovne

E(Xy) G}
MXF:Eg”::ﬁQZM (12.2)
E(Xn) Mn,

ide teda o vektor rovnakej dimenzie ako samotna ndhodné premenna X, poznamenajme, ze F(X)
je vektor cisiel nie ndhodnych premennych. Jeho jednotlivé komponenty dostaneme pomocou funkcie
husoty fx nasledovnym spdsobom

w = E(X;) = ffo ffooo zifx (21, .y 2n) dz1 ... dzy,.

Pokial chceme tuplne popisat pravdepodobnostné spravanie len jedného komponentu X;, nasledov-

nym sposobom ziskame fx, z fx, tejto funkcii hustoty hovorime marginalna, zatial¢o povodna fx je
zdruZena hustota.

00 00 0o 00
qu(-rz) = / / / / ZifX(Zl,...,Zi_l,ZEi,ZZ‘+1...,Zn) d21-~-dZi—1de‘+1'--dZn'
—00 —o0 J —o0 —0o0

Poznamenajme, ze p; = [z fx,(z)dz
Variancia jednotlivych komponentov X; je

t1 tn
ot = / (2 — 1) fx (21 oo 2) don o d

— 00 —0o0

a kovariancia
2 _ _

/1 ___/"(Zi_ui)(zj_uj)fx(zl,...,zn) dz ... dz,

—0o0 — 00
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Vsetky variancie aj kovariancie sa daji popisat tspornejsie pomocou kovarian¢nej matice

=B (X -p)X -] =EXXT] - pp” =

teda jedné sa o maticu €isiel a nie ndhodnych premennych.
Pre linearnu transforméciu ndhodného vektora Y = AX plati

E(Y) = E(AX) = AE(X) = Ap,

Var(Y) =F [(Y —EY))(Y - E(Y)

E[(AX — Ap)(AX — Ap)

= E[AX — p)(X —p)TA"] =

=AB[X —p)(X —p)'] A" =
=AVar(X)AT = AXAT,

T} _
']

(12.3)

kde v jednom z krokov sme vyuZzili maticovi identitu (AX)T = XT AT,

Pripomenme, Ze pre normélne ndhodne rozdeneny nahodny vektor X je jeho linedrna transformaécia
tiez z norméalneho rozdelenia, preto plati X ~ N(p,Y) = Y = AX ~ N(Au, AZAT).

Viacrozmerné norméalne rozdelenie s parametrami (u, ¥) méa nasledovni funkciu hustoty

Ix(@y,... x,) =

m exp (—l(w‘ — )T u)) ,

kde z oznacuje stipcovy vektor.

12.2 Niektoré dolezité pravdepodobnostné distribiicie

Okrem normalho rozdelenia sa pri Statistickom testovani hypotéz ¢astokrat objavuju rozdelenia, ktoré
st odvodené od norméalneho. Tieto rozdelenia maju komplikované funkcie hustoty:.

Nech {X;}¥ | st iid anech X; ~ N(0,1). Potom Y = X? + ... X? ma rozdelenie chi-kvadrat s k
stupfiami volnosti, oznacujeme aj Y ~ x37. E(Y) =k a Var(Y) = v/2k. S tymto rozdelenim sa stretame
¢asto najma kvoli tomu, Ze normované stvorce rezidui pri linearnom regresnom modeli s norméalnymi
chybami maju takéto rozdelenie. Stretneme sa s nim tiez pri teste pomerom vierohodnosti.

Nech X ~ N(0,1) a nech Y ~ %, potom Z = ();/k) mé t-rozdelenie (Studentovo) s k stup-

nami volnosti, oznacujeme ako Z ~ tj. épeciélny pripad je t; rozdelenie, ktoré sa nazyva Cauchyho
rozdelenie. Je zndme tym, ze mé tazké chvosty a stredna hodnota nie je dobre definovana. Studentovo
rozdelenie mé podobne ako normalne rozdelenie zvonovity tvar ale s tazsimi chvostami. Pre velky pocet
stupnov volnosti sa ¢oraz viac podoba na normélne, ktoré je jeho limitou. S t-rozdelenim sa stretneme
pri testovani signifikantnosti jedného parametra (; pri linedrnom regresnom modeli s normalnymi chy-
bami. Podobne ked chceme zostrojit konfidenény interval pre neznamy parameter strednej hodnoty a

nepozname smerodajnu odchylku (ak pozname, mézeme pouzit aproximaciu normalnym rozdelenim).

Nech X ~ x?a Y ~ x? potom Z = );—ﬁ mé F-rozdelenie s s a ¢ stupiami volnosti, oznac¢ujeme

Z ~ Fs;. Dva chi-kvadraty davame do pomeru sumy Stvorcov pri testovani platnosti mensieho modelu
oproti vacsiemu (kde mensi vznikol pomocou linearnych restrikeii) pri linedrnom regresnom modeli s
norméalnymi chybami.
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12.3 Zakladné pojmy Statistického testovania hypotéz

Princip frekventistického testovania hypotéz je nasledovny: uréi sa nulova hypotéza, napriklad §; =
0, to je Cosi ¢o nas zaujima. Ideme zistit ¢i sme schopny zamietnut tato hypotézu v prospech ineh
alternativnej hypotézy, napriklad g; # 0. Za predpokladu spravnosti modelu a nulovej hypotézy
vieme, ze akési testovacia Statistika ma nam zname rozdelenie. Z nasich dat vSsak méme len jednu
jedini hodnotu, jedinu realizaciu tejto Statistiky. Pozrieme sa na to, ako velmi extrémna je to hodnota.
Ak je velmi, tak zamietneme nulovi hypotézu v prospech alternativnej hypotézy. Ak nie je velmi
extrémna, tak nezamietneme nulovi hypotézu v prospech alternativnej hypotézy. Pozor, to vsak
neznamena, ze nulova hypotéza je pravdiva. Pokojne mézeme mat len prilis malia datova vzorku. Za
platnosti modelu a nulovej hypotézy sa pravdepodobnost padnutia eSte extrémnejSej hodnoty ako nasej
realizovanej Statistiky nazyva p-hodnota. Ak je mala, tak to znamena, Ze naSa Statistika je velmi
nepravdepodobné a zamietneme nulova hypotézu v prospech alternativnej. V praxi to funguje tak, ze
sa zvoli akési malé ¢islo «, ktoré nam hovori ako velmi budeme nespravne zamietat nulovi hypotézu
aj ked bude platna, toto sa vola chyba prvého druhu alebo hladina vyznamnosti. Standardne sa
voli ako 5% ale toto je len konvencia a niet Ziadneho iného doévodu prec¢o nezobrat intt hodnotu. Teda
ak je p-hodnota mensia ako a zamietnem nulovi hypotézu, inak nezamietnem. Rozhodovacie pravidlo,
teda funkcia, ktora dostane data a odpovie zamietni/nezamietni, sa nazyva test.

Existuje aj iné kvalita testu ako velkost chyby prvého druhu, a to je napriklad ako dobre vie moj
test, teda rozhodovacie pravidlo, zamietnut nulovi hypotézu, ked nie je pravdiva. Pravdepodobnost
spravneho zamietnutia sa nazyva sila testu a jeden minus sila testu sa nazyva chyba druhého druhu.
Samozrejme by sme chceli aby sila testu bola 1. Niektoré testy st optimalne v zmysle, Ze pre fixni
hladinu vyznamnosti o minimalizuji chybu druhého druhu.

Podobne ako ; = 0 vieme testovat aj 3; = b. Mnozina vSetkych moznych cisiel b, ktoré by nas test
nezamietol sa nazyva interval spol'ahlivosti (confidence interval) pre neznamy parameter. Castokrat
sa preto pozerame, ¢ obsahuje alebo neobsahuje dany interval spolahlivosti nulu. Pri fixnej hladine
vyznamnosti vyznamnosti sa nazyva 100(1 — «)%-ny interval spolahlivosti. Interval spolahlivosti je
nahodny interval, pretoZze je skonStruoovany z dat, ktoré si nahodné. Ak by som vygeneroval velké
mnozstvo datovych vzoriek a pre kazdu datova vzorku vypocital interval spolahlivosti, potom by, za
predpokladu spravnosti modelu a nulovej hypotézy, 100(1 — a)% z nich pokryvalo skutoény parameter.
Toto je jedina spravna pravdepodobnostna interpretacia. Nie je prilis uspokojujtca, pretoze my mame
v dispozicii len jednu datova vzorku a len jednu testovaciu Statistiku. Interpretacia: "S pravdepodob-
nostou 100(1 — a)% sa neznamy parameter nachadza v nami vypoc¢itanom intervale spolahlivosti" je
zavadzajuca a nespravna. Neznamy parameter je fixné ¢islo a interval spolahlivosti je realizacia ndhod-
nych dat a nie naopak.

Priklad - test pre stredni hodnotu so zndmou varianciou:

e Model: {X}7, stuiid aVi: E(X;) = u, Var(X;) = 0% = 1.

e Objekt nasho zaujmu: p € R

Testovacia Statistika: \/n (% — ,u) ma za predpokladu platnosti modelu podla centréalnej
limitnej vety asymptoticky normalne rozdelenie N(0,1).

e Nulova hypotéza: Hy: pu =0

e Alternativna hypotéza: Hy : u # 0

e Hladina vyznamnosti: a = 0.05

e Kritickd hodnota testovacej Statistiky: z1_o/2 = 1.96

o Test: Ak |\/nXt=tXn (| > 1.96 = 21_,/» zamietni nulovi hypotézu, ak [/n21Et2e — 0] < 1.96
nezamietni nulovi hypotézu.

e Datova vzorka: {1,—-3,—2,1,5,—6,4,2}

e Realizacia testovacej statistiky: \/ﬁ% = 0.353 < 1.96 preto nezamietame Hy.

e P-hodnota: 1 — ®(0.353) = 1 — 0.638 = 0.362 > 0.05 preto nezamietame Hy.

e Interval spolahlivosti pre nezndmy parameter p: C1 = (Xttfa_z 2 Xt Xn 4 o e /2\%) =

(—0.567,0.818). 0 € CI, preto nezamietame nulovi hypotézu.
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12.4 Metdda maximalnej vierohodnosti (Maximum Likelihood)

Funkcia vierohodnosti, alebo likelihood funkcia, je pravdepodobnost datovej vzorky. V pripade i.i.d.
pozorvani ndhodnej premennej s hustotou f(y;|5) je to

n

LB) =[] fwil®)-

i=1

Na likelihood L sa pozerame ako na funkciu parametra pri fixnej datovej vzorke.

Odhad metédou maximélnej vierohodnosti, je By = arg maxg L(3). Castokrat je numericky vy-
hodnejsie pracovat s logaritmom, pretoZze pri vacsej datovej vzorke nasobime velmi malé Cisla avSak
kedze logaritmus je monoténna transformécia B v = arg maxg log L(/3). V niektorych situaciach mame
analyticky predpis pre B vz ako napriklad pre klasicky linedrny regresny model s normélnymi chybami,
av8ak vacsinou nie a preto si musime pomoct optimalizaénym softvérom. Pokial je parametrov vela,
toto moze byt velmi naroény problém sam o sebe.

Predpokladajme, Ze existuje jediny skutoény parameter 3y, ktory vygeneroval data. Odhad ML je
konzistentny, takze

Buvr —p Bo,

teda konverguje podla pravdepodobnosti ku skuto¢nej hodnote 3y, Ve > 0 : P(|B}\‘4L —Bo] <€) =0
pre n — oo (n je velkost datovej vzorky). Konzistencia je prirodzenou poziadavkou na odhadcu, bez
konzistencie sa daleko nedostaneme. Teda pre velku datovi vzorku n, odhadca nam bude déavat hodnoty
¢oraz blizsie a blizsie ku skutoénému 6.

Variancia 3 klesa priamo tmerne n a /n(Bur — Bo) —=p N(0,V(B)), teda ML odhadca sa
pre velké n podobnéa normélnemu rozdeleniu, kde V' (/3) je funkciou prvej a druhej derivacie likelihood
funkcie.

Prva derivacia log-likelihoodu podla parametra sa nazyva score funkcia a tu bude oznacena ako

u(p)

u(p) - 2220,

teda ide o riadkovy vektor dlzky rovnakej ako 8. Nutnou podmienkou pre optimum BM L je u(p) = 0.
O tom aky presny je odhad mame informaciu z druhej derivacie log-likelihoodu, ak je log L(3) velmi
ohnuté v optime, znamena to, Ze okolité body maji ovela mengiu vierohodnost. Sthrnna informécia o
zahnutosti log-likelihoodu okolo optimélnej hodnoty sa vol4d Fisherova informacia alebo Fisherova
informac¢na matica, je definovana nasledovne

— var(u(a)) — B [ 215 0u(B)"
1(8) = var(u(8)) E( 35 3 )

a v pripade korektnej $pecifikicie sa matica druhych derivacii log-likelihoodu H(/3) rovna

= (L)

(o) ous)T
()

Da sa ukézat, Ze ak je model korektne Specifikovany, tak variancia (5,7, sa da rozumne odhadnut
nasledovne

var(Bar) = I (Bur),
niekefiy viak nan}iesto o¢akavanej hodnoty druhych derivacii dosadime priamo %ﬁ;ﬁ)_ Teda V(B) =
I~ (Bur) a v/n(Bur — Bo) —p N(0,171(5)).
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Ak vSak model nie je korektne Specifikovany, potom varianciu vieme odhadnut nasledovne

UGT(BML) = H(BML)_II(BML)H<BML)_17

Vi(Bur — B) =p N (0, H(B) ' I(Bo)H(B.) ),

kde §, je minimizator Kuhlback-Leiblerovej divergencie.

Na zéklade likelihood funkcie mame tri typy testov na porovnévanie dvoch vnorenych modelov,
kazdy je asymptoticky rozdeleny ako y%. Majme dva modely: velky model s [ parametrami a likeliho-
odom L4 a maly model s s parametrami, ktory je Specidlna verzia velkého modelu za predpokladu
linedrnych restrikcii na parametre. Pozor x? aproximacia nefunguje ak sa parameter nachadza na hranici
priestoru parametrov (napr. o2 = 0, pretoze o2 € [0, 00)).

e Likelihood ratio test - testovacia Statistika vyzera nasledovne 2 log L“‘—Tg” ~ X7,
e Waldov test - testuje Hy : 8 = 3 a testovacia Statistika vyzera nasledovne (BML—BO)TI(BML)(BML—
ﬁO) ~ Xl2—s
e Score test - testuje Hy : 3 = [ a testovacia Statistika vyzera nasledovne u(8)T171(By)u(Bo) ~
2
Xi—s

LR test potrebuje dve optimalizacie, Waldov test jednu a score test ziadnu, takze LR moze byt nume-
ricky naro¢ny. Pokial sa nam da, odporica sa pouzivat LR test. Tieto testy su graficky zobrazené na

Obr. 30figure.30.

—_ Likelihood-Ratio Test !

|
© |
—
) SR / ________________________________ [
£ |
|
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Wald Test

- =

-hat a_l a

Obr. 30: Porovnanie testov zalozenych na likelihoode, zdroj: [Fox97].
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