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O tomto kurze

Tento kurz je pomalym a zdbavnym tivodom do pravdepodobnosti a statistiky. Cielom tohoto
kurzu je naucit sa pracovat s jazykom a s pojmami, ktoré sa budu pouzivat v situaciach, v
ktorych celime neistote.

Tato neistota je rézneho pévodu. Jej zdroj vSak nebude pre nas podstatny, dolezité bude, Ze sa
naucime kvantifikovat tito neistotu a pracovat s nou. Na to, aby sme toto vedeli efektivne robit,
sa potrebujeme obozndmif s mnohymi novymi pojmami. Aby sme nabrali naleziti plynulost
vo vyjadrovani sa v jazyku pravdepodobnosti je potrebné

e pracovat s tymito novymi pojmami,
o pytat sa zaujimavé otdzky a odpovedat na ne, ale aj
e prepocitat vela prikladov.

Toto bude zahinat vela prace. Spdsob uchopenia tychto zakladnych stavebnych prvkov vsak do
velkej miery ovplyvni to, ako lahko/tazko sa vam neskér bude pracovat vo vasich détovych, vo
finanénych, ¢i v poistovacich analyzach. M4 preto zmysel investovat do vytvarania predstav cas
a energiu. Zaroven sa vsak nadejam, ze aspon v niektorych z vas vzbudim nadsSenie a ocenite
estetiku matematickej tedrie pravdepodobnosti a Statistiky.

Plan je prebrat nasledujice témy:
o Interpretacia pravdepodobnosti.
o Pravdepodobnostny priestor.
e Podmienend pravdepodobnost, nezavislost udalosti a paradoxy.

o Diskrétne rozdelenia ndhodnych premennych - popis nadhodnosti pomocou pravdepodob-
nostnej funkcie a kumulativnej distribuc¢nej funkcie.

e Spojité rozdelenia ndhodnych premennych - popis nahodnosti pomocou funkcie hustoty
a kumulativnej distribuc¢nej funkcie.

o Charakteristiky ndhodnych premennych - strednd hodnota, variancia.

e Nezéavislost ndhodnych premennych a sivis ndhodnych premennych - kovariancia a kore-
lacia.

o Zakon velkych c¢isel.



e Centralna limitna veta.

[J v .
1 Pokracovanie

Na tento kurz nadvézuje praktickejsi kurz vo vypoctovom prostredi R. Tento nadvazujuici
kurz je na https://lukaslaffers.github.io/pas2/



https://lukaslaffers.github.io/pas2/

1 Interpretacia pravdepodobnosti

Teéria pravdepodobnosti je jazykom neistoty.

V zZivote ¢asto c¢elime neistote, réznym typom neistoty. Pytame sa nasledujice otazky:

¢ Bude zajtra prsat?

¢ Bude prebiehat vyucba tento semester konecne prezencne?
e Prekond cena ropy hranicu 100$ za barel do konca roka?

e Vyhra politickd strana XY volby?

¢ Vybuchne tento rok elektraren v Mochovciach?

e Vezmes si ma?

Férové a uprimné odpoved na vsetky tieto otazky je: “Neviem.” (No dobre, okrem tej posled-
nej.)

Preco? Nuz, lebo naozaj nevieme. V skutocnosti je vsak obrovsky rozdiel v tychto otazkach:
to “Nevieme.” zdaleka nie je rovnaké v tychto situdciach. Teda tato odpoved vobec nie je
uspokojiva a uzitocna tiez nie je. Chceli by sme ¢osi viacej. Chceeli by sme nejakym sposobom
kvantifikovat neistotu spojeni s tymito otdzkami a tam aj teraz smerujeme. Prave za tymto
ucelom pouzivame slovo pravdepodobnost a teraz ideme budovat matematickt tedriu, aby sme
neistote lepsie porozumeli a vedeli s iou pracovat, spoznali jej Struktiru.

I KItcova otézka

Chceme vediet: Kolko neistoty je spojenej s tymito otazkami? Chceme to nejak odme-
raf.

Ina, tiez férova a tiez uprimnd odpoved na vsetky tieto otazky by bola: “Nevieme. Lebo je to
ndhodné.”

No dobre, ale rozne udalosti st r6zne ndhodné. Niektoré nastdvaji casto, iné menej casto. U
inych zasa nedava moc zmysel pytat sa, ako ¢asto nastavaji, nakolko ide len o jednorazovu
udalost. U inych si velmi lahko vieme predstavif opakovanie a tam sa mo6zeme pytat ako casto
udalost nastava.



1.1 Frekventisiticka interpretacia

Mobzeme sa pytat aj iné otazky:

e Padne pri 5 nezavislych hodoch férovou kockou aspon jedenkrat ¢islo 67
e Padne pri 10 nezavislych hodoch férovou mincou najviac trikrat znak?
e Vyberiem z kartového balicka srdcovi postupku?

Asi uznéte, Ze tieto otdzky st umelohmotné. Vyskytuji sa najmé v ucebniciach pravdepodob-
nosti a v redlnom zivote uz pomenej, ba az vobec. To ale neznamend, ze nie st uzito¢né. Su totiz
uzito¢né na to, aby sme abstrahovali od zlozitosti redlneho sveta, ktoré zneprehladnuji nase
rozmyslanie o pravdepodobnosti a o neistote a sustredili sa len na podstatu. Pochopili koncept
pravdepodobnosti. My sa na takychto umelohmotnych pripadoch musime nauéit rozmyslat a
potom bude ovela lahsie vediet spravne priradit tieto koncepty k redlnym aplikaciam.

Vratme sa naspéf k tym otazkach. Chceli by sme ndhodu kvantifikovat.

o AKkd je sanca, ze pri 5 nezavislych hodoch férovou kockou padne aspon jedenkrat cislo 67
e AKk4 je Sanca, ze pri 10 nezavislych hodoch férovou mincou padne najviac trikrat znak?
o AKké je Ssanca, ze vyberiem z kartového balicka srdcovi postupku?

Tu tak potichu predpokladdme, ze mame akési opakovatelné experimenty v kontrolovanom
prostredi. A Ze pri dostatocne velkom pocte opakovani sa frekvencia nastatia danej udalosti
(napr. pad aspon 1 Sestky z 5 hodov) bude blizit k nejakému ¢islu. Toto ¢islo myslime pod
tym pojmom “S8anca”. Ano, vidite kam smerujem; tomuto &slu zvykneme hovorit aj pravde-
podobnost.
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Pocet experimentov

Obrazok 1.1: Pocet “dspesnych” experimentov sa blizi k akejsi hodnote. Z prvych 800 expe-
rimentov padla Sestka aspon v jednom pripade z piatich 476 krat. Cervenou je
skutoénd pravdepodobnost. (Zdroj: vlastnd simuldcia v R.)

Tento obrazok vyjadruje, ako sa postupne vyvija frekvencia nastatia udalosti “pri 5 nezavis-
Iych hodoch férovou kockou padne aspon jedenkrat c¢islo 6”. Blizi sa k akémusi ¢islu a toto
nie je zhoda ndhod. Suvisi to s jednym hlbokym vysledkom (nazyva sa Zakon o Velkych
Cislach), ktorému sa budeme venovat neskor. Takejto interpretécii pravdepodobnosti, ked si
vieme predstavit opakujici sa experiment hovorime aj frekventisticka. Tato interpretacia
pravdepodobnosti je zalozena na tom, ze jednotlivé experimenty st rovnocenné.

1.2 Subjektivisticka interpretacia

Ale svet nie su kocky, mince a karty. Niektoré udalosti nastavaji len a nie je zmysluplné
uvazovat o ich opakovani. Skratka a dobre, frekventistickd interpretacia pravdepodobnosti v
tomto pripade nesedi.

o Aké& je pravdepodobnost, Ze cena ropy prekond hranicu 100$ za barel do konca roka?

e Ak4 je Sanca, 7ze strana XY zvlddne zostavit koaliciu v najblizsich parlamentnych vol-
bach?

¢ Ak4 je pravdepodobnost zemetrasenia v Banskej Bystrici poc¢as najblizsich 5 rokov?



Asi sa zhodneme na tom, Ze toto si zaujimavé otézky, takZze by sme konieckoncov chceli
vediet na ne nejaki odpoved. Kazdopadne nam tu chyba nieco, ¢o pri kockach, minciach a
kartdch mame. Chyba ndm objektivny rdmec, ktorym by sme vedeli vyhodnotit tspesnost
danej odpovede. Predtym sme vedeli experimenty opakovat, teraz to vsak robit nevieme. Mo-
zeme vytvorit nejaky matematicky model, ktory bude modelovat dynamiku ceny ropy. Toto je
samozrejme ohromne narocné. Takyto model je akasi zjednodusSenina sveta. Robi mnoho zjeno-
dusujtcich predpokladov ale na niektoré otazky moéze dévat ¢iastoéne uspokojivé predpovede.
Kazdopéadne, ¢i chceme, ¢i nie, takéto vyhodnotenie pravdepodobnosti bude vzdy subjek-
tivne. Matematicky model mdze byt validovany na predoslych datach a vykazovat tspesné
pravdepodobnostné predpovede ale nikdy nebudeme mat garanciu toho, ze bude fungovat aj
v budticnosti. Caro modelovania tkvie v tom urobit jednoduchy model, ale nie prilis.

Pred prezidentskymi volbami v USA v roku 2016 bola znac¢nou favoritkou Hillary Clinton pred
Donaldom Trumpom. Vaésina think-tankov prisudzovala vitazstvu Clinton vyse 80%, ta vSak
volby nevyhrala.

Chance of winning

Hillary Clinton Donald Trump )
TN 71.4” 28.6%

Obrazok 1.2: Toto je vrchna cast grafiky webu fivethirtyeight.com, ktory odhadoval pravde-
podobnost vitazstva demokratickej kandidatky v prezidentskych volbach USA v
roku 2016. (Zdroj: https://projects.fivethirtyeight.com/2016-election-forecast/,
pristup 7.2.2022)

Co presne znamend toto &islo 71.4%?' V tomto pripade §lo o to, ze v 14180 pripadoch z
20000 model fivethirtyeight.com nasimuloval vitazstvo Clinton. Takze aj ked nemame objek-
tivny ramec, mozeme si pomoct tym, ze si simulacny ramec vytvorime pomocou matematického
modelu. Ich model zahfnal mnoho expertnej skiisenosti sociolégov, volebnych expertov, ekoné-
mov, demografov a podobne. Kontinualne upravovali odhady podla najcerstvejsich prieskumov
v jednotlivych $tétov, do uvahy tiez brali vierohodnost jednotlivych prieskumnych agentir (tie
ktorych prieskumy boli v minulosti blizsie realite dostali va¢siu vahy). Ale tiez slo len o sub-
jektivne vyhodnotenie pravdepodobnosti. Subjektivnost tkvie v tom, ako tento volebny model
skonstruovali.?

Predikovali 71.4%, a to je viacej ako 50%. Znamen4 to, Ze sa mylili?

Pozor predpoved 71.4% neznamené, ze Clinton mala ziskat v priemere 71.4% hlasov. Ide o tplne iné éisla.

2New York Times oslovil prominentnych odhadovacov, dal im tie isté surové data z prieskumu v tate
Florida a poziadal ich o predikciu. Tieto predikcie boli vyrazné iné. https://www.nytimes.com/interactive/
2016/09/20/upshot/the-error-the-polling-world-rarely-talks-about.html


https://projects.fivethirtyeight.com/2016-election-forecast/
https://www.nytimes.com/interactive/2016/09/20/upshot/the-error-the-polling-world-rarely-talks-about.html
https://www.nytimes.com/interactive/2016/09/20/upshot/the-error-the-polling-world-rarely-talks-about.html

Nie je to také jednoduché. Ak by sa takéto volby konali 1000 krat, tak by sme vedeli vyhodnotit
ako tspesné toto ¢islo bolo. Nuz ale toto sa nestalo. Volby boli unikatna udalost, ktora nastala
presne jeden raz. No a teraz to nevyslo.3

“V najblizsiu hodinu bude na 90% snezit.” Co presne znamend, tych 90%?

Nuz, podobne ako pri volbach, aj tu je to pravdepodobnostny odhad zalozeny na zdklade
modelu, konkrétne meterologického. Alebo priemeru mnohych meteorologickych modelov.

. 'Banské& Bystrica
» y /I (@)
2 Snow Showers
H:4° L:0°

A Disruption due to wind

EUMETNET - MeteoAlarm: Disruption due to
wind in Banska Bystrica.

See More

Obrézok 1.3: Co znameni (Zdroj: Weather aplikdcia, pristup 7.2.2022)

Intuitivne to vnimame, Ze ako velmi mdZeme verif tomu, Ze bude snezit. Pri 10% verime
malo, pri 90% je zasa vela. Kedy by sme chdpali, ze tych 90% je dobry odhad? Ak by sme
mali taka skusenost, Ze mnohokrat ako sme tito aplikdciu kontrolovali, tak ked nam telefén
ukazoval 90%, tak snezilo v 9 pripadoch z 10. Takze, ak prave teraz nebude snezit, tak to
nutne neznamena, ze tato predpoved je zla.

° ,
1 Poznamka

Dva zékladné referenéné ramce pre pravdepodobnost, ktorym velmi dobre rozumieme st

e nikdy (0%),
o urcite (100%).

3Toto je samozrejme prudké zjednodusenie. Kazda volebn predikcia zahffiala nielen celkovy vysledok ale aj
vysledky v jednotlivych stdtoch. Takze vyhodnotit tspesnost predikcie nie je tiplne nemozné. Ale nedé sa to
urobit len pomocou jednej vySlo/nevyslo otdzky.
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Dalej vieme, ze vacsia pravdepodobnost znamend, Ze nieco nastava castejsie (pri opakovanych
pokusoch - frekventistickd interpretécia) alebo si myslime viacej, Ze nastane (subjektivisticka
interpretécia).

Nielen to. M4a zmysel uvazovat aj o tom, Ze niektora udalost moze byt nastavat dvakrat tak
casto. Ale teraz uz predbiehame, o tomto ¢oskoro.

1.3 Zhrnutie

Pravdepodobnost sa da interpretovat rozne. Napriklad frekventisticky alebo subjektivisticky.
Povzbudenim nam moze byt to, ze nezévisle od typu interpréicie je jazykom neistoty stéle
matematicka tedria pravdepodobnosti. Teorii pravdepodnosti je totiz tak trochu jedno, ako si
vy ¢o interpretujete.?

1.4 Cvicenia

Cvicenie 1.1. Uvedte priklad na redlnu situdciu (ziadne karty, mince ani kocky), kedy je
frekventistickd interpretacia pravdepodobnosti adekvatna.

Cvicenie 1.2. Zamyslite sa, ako by ste overili, ¢i mobilna aplikacia s poc¢asim ukazuje presné
predpovede.

4Viacej si preéitajte tu: Stark, P. B., et al. “What is the chance of an earthquake.” NATO Science Series IV:
Earth and Environmental Sciences 32 (2003): 201-213.
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2 Pravdepodobnost

Na zaciatku si potrebujeme zopakovat mnozinova symboliku. Tato predstavuje absolutny za-
klad, bez ktorého sa neda zmysluplne pokracovat. Plynulost v pouzivani matematickych sym-
bolov ulahc¢uje dovodenie a argumentaciu. Zapis je potom kompaktny a univerzalny, nezavisly
od nuans specifického jazyka.

2.1 Mnozinové znacenie

Mnozinou budeme nazyvat sihrn objektov/prvkov.
Mnozina je kone¢nd, ak mé konec¢ne vela prvkov. Napriklad M = {1,2,8} ma tri prvky.

Mnozina je spocitatelna, ak m& nanajvys spocitatelne vela prvkov. Napriklad M; =
{1,22,—2} alebo M, = {2,4,6,8,...}. Mnozina M je teda spocitatelnd, ak existuje nejaké
injektivne zobrazenie z mnoziny M do mnoziny prirodzenych ¢isel N. Inymi slovami, prvkov
v mnozine M nie je “prilis vela”.

Mnozina M; je podmnozinou M,, oznacujeme M; C M, ak plati, Ze kazdy element M, je
zaroven aj elementom v M,, teda ak plati Vm :m e M; = m € M,.

Mnozinu M, ktord nemd ziadne prvky nazyvame prazdna a oznacujeme M = ().

Zjednotenim dvoch mnozin M, a M, nazyvame mnozinu, ktorej prvky sa nachadzaji bud v
mnozine M, alebo v mnozine M,. Zjednotenie dvoch mnozin oznacujeme ako M; U M,.

Zjednotenim viacerych (nanajvys spocitatelne vela) mnozin M, M,, M,, ... nazgvame mno-
zinu, ktorej prvky sa nachddzaju aspon v jednej z mnozin M, My, Mj, .... Zjednotenie viacerych
mnozin oznacujeme ako M; U M, U Mz U - = U5, M, pre zjednotenie nekonecne vela mnozin
alebo ako M; U My, U MU --UM, = U ; M, pre zjednotenie kone¢ného poc¢tu mnozin.

Prienikom dvoch mnozin M; a M, nazyvame mnozinu, ktorej prvky sa nachadzaji aj v M;
aj v M,. Prienik dvoch mnozin oznacujeme ako M; N M,.

Dve mnoziny M; a M, nazyvame disjunktné, ak ich spolo¢ny prienik je prazdna mnozina,
teda M, N M, = 0.

Prienikom viacerych (nanajvys spocitatelne vela) mnozin M;, M,, M;, ... nazfvame mnozinu,
ktorej prvky sa nachadzaju v kazdej jednej z mnozin M, M,, M, .... Prienik viacerych mnozin
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oznacujeme ako M, N My N Mg N - =N, M; alebo ako M; N My N My NN M, =N M,
pre prienik konec¢ného poc¢tu mnozin.

Mnohokrat dava zmysel uvazovat o vsetkych moznych objektov/prvkov. Priestor oznacuje
sthrn vSetkych moznych objektov. Castokrat ako noticiu pouzivame velké zakritené pis-
mend, napr. M. Napriklad ak hovorime o tom, aké ¢islo padne na kocke, tak priestor je
{1,2,3,4,5,6}.

Nech M je priestor a nech M C M. Potom komplementom mnoziny M (vzhladom na
priestor M), oznacovanym ako MY, nazjvame mnozinu tjch objektov z priestoru M, ktoré
nie si v M.

Nejaké priklady:

Pre kazdd mnozinu M plati:

- MUM =M,
- MNM=M,
—Mnh=0a
- MUD=M.

Ak M, C M, potom

Ak M; ={z:0<z <1}, k=1,2,3,... potom N2 M; = ()

Ak M; ={z: 75 <z <1}, k=1,2,3,.. potom U2, M,
Ak M, = {(a,b),(a,a)} a My ={(a,b),(b,b)} potom

— M, NM,={(a,b)} a
- M UM, = {(a7 b)7 (a,a), (b’ b)}

(0,1]

Nech z je pocet hlav pri 3 hodoch mincou. Potom priestor je mnozina M = {0, 1,2, 3}.
M =.
Nech M C M. Potom

- MUMC® =M,
- MnNM® =19,
- MUM =M,
- MNM=M,

- (M9Y =M.

Uzitoénym nastrojom si DeMorganove zékony. (Ukédzte ich formalne ako cvicenie, pomozte
si Vennovymi diagramami.)

(M; N M,)¢ = ME U M§

13



o (MyUDM,)¢ =M nMY
Pre operécie prieniku N a zjednotenia U platia distributivne zakony

° M1 N (Mz U Ms) = (Ml N Mz) U (Ml N M3)7

Upozornenie

Treba vediet dosledne rozliSovat medzi tym, ktoré symboly a objekty ¢o znamenaji. Co
je prvok a ¢o je mnozina? Kedy pouzijeme C a kedy zasa €7

2.2 Pravdepodobnostny priestor

Teraz zadefinujeme dolezity pojem - pravdepodobnostny priestor.

Uvazujme nasledovni trojicu:

(7, P)
s tymito vlastnostami:

e () je priestor, teda nejakd nepriazdna mnozina. Bude to mnozina vsSetkych moznych
pripadov, ako moze dopadnit experiment.
e 7 je mnozina podmnozin 2. Teda prvky nachadzajice sa v F st mnoziny. F bude ozna-

¢ovat mnozinu udalosti. No a udalostiam budeme chciet priradovat pravdepodobnost.
1

e P je pravdepodobnostna funkcia alebo skritene len pravdepodobnost. Je to fun-
kcia F — [0,1]. ? Kazdej udalosti priradi ¢islo medzi 0 a 1. Funkcia P musi spliiat
nasledovné vlastnosti:

(1) P(A) > 0 pre vSetky udalosti A. Pravdepodobnost je nezdipornd funkcia.

17 formélneho hladiska J musi byt o—algebra podmnozin 2. To znamen4, ze priradovanie pravdepodobnosti
musi byt vndtorne konzistentné. Technicky musia byt splnené tieto tri podmienky: (1) Ak A € F, teda
ak viem priradit udalosti A nejaka pravdepodobnost, tak budem musiet vediet priradit pravdepodobost aj
udalosti A€, teda, ze A nenastala. (2) Ak A, A,, A;,- € F, potom aj UL, A, € F. Vysvetlime si to
na priklade dvoch mnozin: ak A, B € &, potom aj AU B € &, teda ak viem priradit pravdepodobnost
udalostiam A a B, potom musim vediet priradit pravdepodobnost aj udalosti AU B, teda Ze nastala udalost
A alebo udalost B. (3) Q € &, teda viem priradit pravdepodobnost udalosti, ze nieco nastalo. V rédmci
tohoto kurzu sa nebudeme podrobne venovat F. Budeme predpokladat, ze ide o korektnii o—algebru. Do
vacsich podrobnosti sa zahibite v rdmci kurzov Tedria miery a integrdlu a Tedria pravdepodobnosti.

2Kazdy jeden krat sa ndjde mnoho Tudi, ktor{ nesprdvne oznacujt, ze pravdepodobnost je funkcia z 2 do [0, 1].
Nie. Nie je. Je to funkcia & — [0, 1].
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(2) P(Q2) =1. Pravdepodobnost’ je zhora ohranicend funkcia cislom 1.

(3) P(UXA;) = Z | P(4;) pre akékolvek disjunktné udalosti A;, Ay, Aj, ... Tejto
vlastnosti sa hOVOI‘l aj spocitatelnd aditivita. V pripade dvoch udalosti A a B mame,
ze pravdepodobnost, Ze nastane udalost A alebo udalost B, teda P(AU B) je rovné
suctu pravdepodobnosti tychto udalosti, teda P(A) 4+ P(B).

I Dolezité

Tuato trojicu (2, &, P) nazyvame pravdepodobnostny priestor.

Priklad 2.1. Ako prvy priklad hadzme férovou kockou.

® Q:{1’2’3’47576}7
o F =29 teda vSetky mozné podmnoziny 2,
e P(A) = ‘—’2‘, kde |A| oznacuje pocet prvkov mnoziny A.

Teraz
o Ak je pravdepodobnost, ze padne Sestka? P({6}) = % = %
o Aké je pravdepodobnost, ze parne ¢islo? P({2,4,6}) = g 6} 8 =41

Priklad 2.2. Teraz podme hadzat pre zmenu neférovou kockou.

e 0=1{1,2,3,4,5,6},
o F =29 teda vietky mozné podmnoziny 2,

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = 7, a P({6}) = }

Vsimnime si, ze teraz nam netreba zadefinovat pravdepodobnost P pre uplne vSetky mozné
udalosti. Vyuzitim vlastnosti funkcie P vieme napriklad, ze P({1,2}) = P({1} U {2}) =
P({1}) + P({2}) = 1 + %+ = 2, kvoli tomu, Ze udalosti {1} a {2} st disjunktné. Preto sme
nepotrebovali zadefinovat samotni P({1,2}). Polahky sme si ju dopocitali.

Dalej si mozeme vSimnit, Ze
PQ) = P{1}U{2;U{3ju{4tU{5;U{6})
= P{1})+P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6})

Preto musi platit, ze P({1})+P({2})+P({3})+P({4})+P({5})+ P({6}) = 1 inak by nebola
splnend vlastnost P(€2) =1 a teda by funkcia P nemohla byt pravdepodobnostou.

o Ak4 je pravdepodobnost, ze padne Sestka? P({6}) = =
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o Ak& je pravdepodobnost, ze parne ¢islo? P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) =
1,1 ,2_4
lyliz=4
TTT T T T

Odteraz aj potom neskor, pri akejkolvek otazke/tlohe/cviceni budeme potichu pred-
pokladaf, ze pravdepodobnostny priestor v ramci ktorého sa da odpovedat na dani
otézku /tlohu/cvicenie existuje.® *

2.3 Vlastnosti pravdepodobnosti

Dokaz kazdého z tychto tvrdeni skoro okamzite uvidite, ak si nakreslite Vennov diagram. Alebo
ked si len nahlas precitate, ¢o tieto tvrdenia hovoria:

e Pre kazdu udalost A plati

— P(AY) =1— P(A) - Ak je pravdepodobnost, Ze dostanem chorobu 0.05, potom je
pravdepodobnost, ze nedostanem chorobu 1 — 0.05 = 0.95.
— 0 < P(A) <1 - Pravdepodobnost nutne musi lezat medzi nula a jeden.

o Ak A C B potom plati P(A) < P(B) - Pravdepodobnost je monoténna.
¢ Pre kazdé dve udalosti A a B plati

— P(ANBY) = P(A) — P(AN B) - Pravdepodobnost, Ze nastane udalost A a sticasne
nenastane udalost B je rovné pravdepodobnosti, ze nastane A znizenej o pravdepo-
dobnost toho, Ze nastani naraz obe udalosti A aj B.

— P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) - Pravdepodobnost, Zze nastane udalost A
alebo udalost B je sucet tychto pravdepodobnosti znizeny o ich pravdepodobnost
prieniku (lebo tento zardtame dva razy).

Je dolezité vediet tieto tvrdenia dokdzat len z vlastnosti (1), (2), (3) pravdepodobnosti.

2.4 Kombinatorika

V mnohych stredoskolskych prikladoch tykajicich sa pravdepodobnosti sa spominaji pojmy
ako permutdcie, kombindcie, s opakovanim/bez opakovania a podobne. Toto je ¢astokrat zdro-
jom nepochopenia a chyb, lebo si Student/ka pre dany priklad nejaky z tychto pojmov vyberie

3V matematike je dobrym zvykom pracovat s objektami o ktorych existencii niet pochyb.

4Najma, pri komplikovanejsich pripadoch toto nie je vzdy priamociare. Pre potreby nasho kurzu to véak bude
postacujice. Ak napriklad budeme uvazovat o pravdepodobnostnom priestore, ktory zodpoveda tomu, zZe
rovnomerne ndhodne vyberieme nejaké &islo z intervalu [0, 1], nebudeme méct wvazovat F = 2[0:11. Takato
volba F by sposobila, ze nemdze existovat ziadna funkcia P, ktord by spiﬁala vsetky 3 vlastnosti funkcie
pravdepodobnosti a ziroveni by kazdému intervalu priradila jeho dizku, akoby sme intuitivne odakavali.
Konstrukcia vhodnej & je v tomto pripade velmi pracna (8 krokovy dokaz) a pravdepodobnost zadefinovand
na takomto pravdepodobnostnom priestore sa nazyva Lebesgueova miera na [0, 1].
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a potom pouzije naucent formulku. Nec¢udo, ze mnohokrat nespravne. Toto je nebezpecné, lebo
si potom napriklad v praxi nebudu vediet zratat Ssancu, ze budi mat ¢isti postupku alebo ze si
vytiahnu 3 modré gulicky. Kazdopadne zlych rieseni je typicky ovela viacej ako tych spravnych,
takze tipovanie je riskantné.

Vo viacsine pripadov ide len o aplikdciu nasledujiceho vztahu:

P(A) = pocet uspesnych pokusov (teda udalost A nastane)
N pocet vSetkych moznych pokusov '
Takze staci nam ak budeme vediet efektivne pocitat pocet moznosti. Potom ich dame do

pomeru a mame pravdepodobnost.

Vyuzivaju sa nasledovné zakonistosti:

o Kolkymi moznymi spésobmi moézeme usporiadat vsetky objekty mnoziny {ay, a,, as, ... a,, }
do postupnosti ked zdlezi na poradi?
Na prvé miesto mozeme dat n réznych objektov, na druhé miesto uz len n — 1 réznych
objektov (lebo sme si uz jeden objekt minuli) a tak dalej a na posledné miesto ndm uz
zostal len 1 objekt. Dokopy je teda moznosti n-(n—1)- ... -1 =mnl

e Kolkymi moznymi spdsobmi moézeme usporiadat k roéznych objektov z mnoziny
{ay,a4,as,...a,} do postupnosti ked zdlezi na poradi?
Na prvé miesto moézeme dat n réznych objektov, na druhé miesto uz len n — 1 réznych
objektov (lebo sme si uz jeden objekt minule) a tak dalej a na k-te miesto ndm uz zostalo

n!

len n—k+1 réznych objektov. Dokopy je teda moznosti n-(n—1)- ... -(n—k+1) = =

e Kolkymi moznymi spdsobmi moézeme vybrat k r6znych objektov z mnoziny
{ay,a4,as,...a,} ked nezdlezi na poradi?
Ak by bolo zalezalo na poradi, bolo by ich ( ) Tu sme len pouzili predosli tvahu.
Ale v nasom pripade nezilezi na poradi. A preto s tam niektoré vybery viackrat.
Konkrétne: roznych usporiadani k objektov je k!, teda tolkokrat ich je tam viacej.

Odpoved na nasu otézku je preto "—’“) = #k')'k' = (Z) Zaujimavym dosledkom je

n

(a+b)" = (a+b)-(a+Db)-(a+Db) :Z( Jakbnk,
k=0

nakolko (Z) je pocet moznosti ako mozno vybrat k objektov z mnoziny n objektov. Iny
pohlad na tento isty problém je takyto: Vieme, Ze n! je pocet vSetkych usporiadani n
prvkovej mnoziny. Mnozinu tych, ktoré vyberieme (tychto je k) a tych, ktoré nevyberieme
(tychto je n — k) ale mézeme preusporiadat n! alebo (n — k)! réznymi spésobmi. Preto
relevantnych moznosti je k!(n — k)! ndsobne viacej ako v tych n! moznostiach.
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o Kolkymi moznymi spésobmi moézeme vybrat z mnoziny {a,,as,as,...a,}: k; réznych
objektov do skupiny 1, k, roznych objektov do skupiny 2, .. k,, roznych objektov do
skupiny m ked nezdlezi na poradi (kazdy prvok je v nejakej skupine, takze k; +ky+ ... +
k,, =mn)?
Toto je zovseobecnenie predoslého pripadu, kedy sme mali len dve skupiny. Rovnakym

dovodenim prideme k vysledku: (kl kQ” & ) = W'k' Analogickym désledkom je

n — n k1 pks k3
<a+b+c> o Z{k17k27k3‘k1+k2+k3:”} (klvkmks)a bF2cs,

no_ n ky phy kg kg
<a+b+c+d) Z{]ﬁ7k2:k3>k4:k1+k2+k3+k4=”} kl,kQ,k3,k4)a b2cPsd™s.

@ Binomicky a multinomicky koeficient

, n _ n! , . . » . , n _ n!
Vyraz (k) = oy hazyvame binomicky koeficient a vyraz (k?17k27~~~ km) = Eh kLl

nazyvame multinomicky koeficient. Poznamenajme, ze (7) = (, " ).
’ k kn—k

o ’ ’ a
1 Pozndmka (koncentrované midro)

Pri vSetkych prikladoch typu karty/mince/kocky robime, ¢asto implicitne, nejaké roz-
umné alebo polorozumné predpoklady. Ked napriklad povieme “hadzeme 3 krat kockou”,
tak tym v skutocnosti myslime “nezdvisle hidzeme 3 krat férovou kockou”. Sada pred-
pokladov, ktord umoznuje prepisat dant tlohu do matematického jazyka a vypocitat je
vacsinou zrejma. V realite ale nikdy nehadzeme tplne nezavisle a ziadna kocka nie je
uplne férova.

Zjednodusenia pri kockach st prirodzené a nekontroverzné. Pri redlnych prikladoch je
vsak potreba explicitne vymenovat sadu predpokladov vyrazne dolezitejsia. Matematicky
model, teda sada predpokladov, je totiz len teoreticky ramec tiplne uzavretého systému,
v ktorom sa velmi dobre pracuje. Adekvatnost modelu, teda to, ako dobre mapuju zjedno-
dusenia realitu je aspekt, ktory sa neda charakterizovat matematickymi prostriedkami.

Priklad 2.3 (Challenger). Raketoplan Challenger mal 2 raketové moduly, ktoré ho mali dostat
na obezni drahu. Kazdy modul mal 3 gumové tesnenia, ktorych pravdepodobnost zlyhania pri
urcitej teplote bola 0.1. Vypocitajte pravdepodobnost tspesného letu.

Asi by ste hned vypocéitali: (1 —0.1)% ~ 0.531. Je toto spravne rieSenie?

Samotné zadanie prikladu robi nejaké zjednodusenia, ktoré mozu byt neadekvatne.

¢ “Pravdepodobnost zlyhania tesnenia je fixné, rovnakych 10% pre vSetky tesnenia.” - tes-
nenie blizsie k palivovému agregatu moéze byt nachylnejsie na zlyhanie.

Zaroven na to, aby sme vypocitali tento priklad, musime urobif velmi vazne zjednodusenia.

18




o “Uspesny let je vtedy ked nezlyha ziadne tesnenie.” - Let viak moZe zlyhat kvoli mnohym

inym doévodom.

o “Zlyhania jednotlivych tesneni st nezavislé.” - Mozno zlyhanie jedného tesnenia ovplyvni

zlyhanie iného. Napriklad ak st blizko seba.

To ¢i st alebo nie st tieto predpoklady rozumné matematik sam nevie posidit, treba na to
pohlad experta na raketové motory.

Priklad 2.4 (Vela roznych prikladov).

Organizacny vybor plesu pozostéval z 12 ziakov/¢iek. Kolkymi sposobmi sa da z nich
vybrat moderator, DJ, vyzdobca a actovnik?

Na plese pri stole s 10 stolickami si Strngol pohdrom jabléného mustu kazdy s kazdym.
Kolko strngov bolo pocut?

Na tombole bolo predanych 350 listkov. Kiupil som si 10, aka je pravdepodobnost, Ze
vyhram aspon jednu z 40 réznych cien?

Na sachovom turnaji s 12 tcastnikmi hra kazdy s kazdym 2 zapasy. Kolko zapasov sa
odohra?

HadzZeme dvomi kockami - modrou a zelenou. Podrobne popiste pravdepodobnostny pries-
tor. Co je vii¢sia Sanca: 7e padne sicet 7 alebo Ze padne stcet jedno z &isel 2,3,11,127

Kolkymi spdsobmi je mozné hodif troma kockami sicet 127

Aka je Sanca, ze pri dvoch nezavislych hodoch férovou mincou padne najprv hlava a
potom znak?

Dvanést studentov/iek sa ma rozdelit na 4 skupiny po 3. Kolkymi moznymi spésobmi to
ide?

Majme ndhodne umiestnenych 8 réznych bodov v rovine. Kolko réznych tseéiek (ktorych
krajné body patria do mnoziny pévodnych 8 bodov) existuje, ktoré ziskame pospédjanim
tychto bodov? (Explicitne formulujte akékolvek predpoklady navyse, ktoré robite.)

Kolko uhlopriecok méa pravidelny 17 uholnik?
Kolko réznych prirodzenych ¢isel vieme reprezentovat prave piatimi ciframi?

Majme vo vrectsku pismenké {A, H, P, P,Y}. Ak4 je pravdepodobnost, Ze si ich vytiah-
nem v poradi HAPPY?

Majme vo vrecusku pismenkd {C,C,E,S,S,S,U}. Aké je pravdepodobnost, Ze si ich
vytiahnem v poradi SUCCESS?

Organizacny vybor plesu pozostéval z 12 ziakov/¢iek. Kolkymi sposobmi sa da z nich
vybrat 2 moderatori, DJ, 3 vyzdobcovia a uc¢tovnik?
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¢ V obchode maji 3 druhy cukrikov: modré, zelené a bez cukru. Mame finanéné prostriedky
na nakup 6 cukrikov. Kolko moznosti mame, ak minieme vsetky peniaze?

o Kolko rieseni mé a 4+ b + ¢ = 100, kde a, b, ¢ st prirodzené ¢isla?

o Kolkymi spdsobmi (¢o sa tyka len samotného poc¢tu kariet) je mozné rozdat 54 hracich
kariet 5 hracom?

o AK4 je Sanca, Ze z perfektne zamieSaného balicka kariet vyberieme 2 karty a s to 2 esa?

V roznych ucebniciach pravdepodobnosti sa mozete stretntt s tym, ze rézne typy pripadov st
systematizované. Hovori sa o permutédciach, kombinacidch (s opakovanim alebo bez opakova-
nie), variaciach a podobne. Méj nézor je, ze s vyuzivanim tohoto nazvoslovia je spojené riziko,
ze Studenti prestant rozmyslat a budd sa len snazit kategorizovat dany priklad do schémy v
ktorej uz potom mechanicky poznaji vztah/vzorec, ktory treba pouzit. Nézor na to, ako aj
spbsob implementacie pri praktickej vyucbe necham na Vasom posudeni.

@ Zopér (mozno uzitoénych) pozndmok:

e Ak neviete pohnuit s riesenim, skiiste zacat mechanicky vypisovat to ako moze
dopadniit experiment. Len méalokedy toto nie je uzitocné.

e Pravdepodobnosti s¢itavame len vtedy ked pocitame pravdepodobnost, Zze nastane
jedna alebo druhd udalost, ktoré si vzajomne sa vyluc¢ujice (mutually exclusive),
teda ked nemdézu nastat naraz. Vo vsetkych ostatnych pripadoch sa pri séitavani
pravdepodobnosti dopustime chyby, Ze zardtame t isti moznost viacejkrat. (napr.
Ak3 je sanca, ze padne na kocke ¢islo 1 alebo ¢islo 2 ?) Toto je len aplikacia spoci-
tatelnej aditivity pravdepodobnosti, teda vlastnosti (3).

e Pravdepodobnosti nédsobime vtedy, ked ide o nezavislé udalosti. Teda ked jedna
udalost nijakovsky neovplyvni nastatie inej. Vid dalsia kapitola. (napr. Aka je prav-
depodobnost, zZe pri prvom hode padne 6ka a pri druhom (nezavislom) hode padne
6ka?)

e N&dhodné nasobenie a s¢itavanie pravdepodobnosti vedia k spravnemu vysledku len
s malou pravdepodobnostou (éno, toto je vtip). Tipovanim sa daleko nedostaneme.

o Niekedy je lahsie pocitanie pravdepodobnosti, ze udalost nenastane, ako ze nastane.
Vtedy pouzijeme P(A) =1 — P(A°).

e Vennove diagramy su uzito¢né. Pri pocitani pravdepodobnosti pre viac ako dve
udalosti velmi.
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2.5 Zhrnutie

Zakladnym objektom s ktorym budeme pracovat je pravdepodobnostny priestor. Je to
trojica: {2 hovori ako méze dopadntt experiment, F je mnozina vsetkych podmnozin, ktorym
priradujeme pravdepodobnost a P je samotna pravdepodobnostnd funkcia, ktord musi byt
spocitatelne aditivna. Ked mame konkrétny priklad, je dobré si uvedomit, ¢o vlastne prislusny
pravdepodobnostny priestor je. Vnesie to do nasho rozmyslania poriadok. Toto je dolezité, aby
sme vedeli spravne zratat pocet “tspesnych” a pocet “vsetkych” sposobov ako méze dopadniit
experiment a tym padom aj pravdepodobnost. Rovnaky problém moze byt uchopeny cez roznu
formulaciu pravdepodobnostného priestoru.

2.6 Cvicenia
Cvicenie 2.1. Aky je rozdiel medzi {a,b} a (a,b)?
Cvicenie 2.2. Aky je rozdiel medzi A€ M a A C M?

Cvicenie 2.3. Nijdite komplement mnoziny M vzhladom na priestor M.
(a) M =1{1,2,3,4} a M ={1,2,3,4,5,6}
(b) M ={(z,y):2? +y* <2} a M ={(z,y) : 2> +y* < 4}
(c) M={x:0<zx<1}aM=]|0,1]

Cvicenie 2.4. Uvazujme dve udalosti A a B, také, ze P(A) =0.3 a P(B) = 0.6.
Vypoditajte P(A® N B) ak viete, ze plati jedna z nasledovnjch podmienok:

(a) Udalosti A a B st disjunktné;

(b) A je podmnozinou B;

(¢) pravdepodobnost toho, ze naraz nastani udalosti A aj B je 0.1.

Cvicenie 2.5. Pocitac¢ bol naprogramovany na to aby vypocital rézne pravdepodobnosti. Pri-
pojte k tymto numerickym odpovediam spravny slovny opis (mdze byt viacero spravnych)

Vystup z programu:
(a) -50%
(b) 0%
(c) 10%
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(d) 50%
(e) 90%
(f) 100%
(g) 200%
Slovny popis:
(i) Rovnakd Sanca, ze to nastane ako, Ze to nenastane.
(ii) Je velmi pravdepodobné, ze to nastane ale nie isté.
Toto nenastane.

(ii

)
)
)
(iv) Toto moZe nastat ale Sanca je mal.
(v) Toto urcite nastane.

)

(vi) V mojom programe je nejaka chyba.
Cvicéenie 2.6. V triede je 60% zien a 40% muzov. Vieme, Ze v tejto triede 70% Tudi Studuje
matematiku.

Percento zien studujicich matematiku moéze byt najmenej % a najviac %.

Cvicenie 2.7. Hadzeme 6 krat mincou. Tu si dve mozné situacie (H - hlava, Z - znak):

() HZZHZH
(i) HHHHHH
Ktoré z tychto tvrdeni je spravne? Vysvetlite.
(a) Udalost (i) je pravdepodobnejsia.
(b) Udalost (ii) je pravdepodobnejsia.
(c¢) Udalosti (i) a (ii) st rovnako pravdepodobné.
Cvicenie 2.8. Nech je silne zamorenom prostredi pravdepodobnost bakteridlnej infekcie 0.4

a pravdepodobnost nakazy spdsobej virusom nech je 0.8. Aka je najvicsia a najmensia prav-
depodobnost, zZe ¢lovek sa nakazi aj baktériou aj virusom?

Cvicenie 2.9. Hodime kocku 6 krat. Balicek kariet perfektne zamiesame.

(a)
(b)

anca, ze na prvom hode padne 6ka alebo na poslednom hode padne 6ka je

S
Sanca, Ze na prvom hode padne 6ka a na poslednom hode padne 6ka je
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(c¢) Sanca, ze na vrchu balicka je srdcové eso alebo na spodu balicka je srdcové eso je

(d) Sanca, ze na vrchu balicka je srdcové eso a na spodu balicka je srdcové eso je

Cvicenie 2.10. Uvazujme nasledovnt situdciu: jedenkrat hodime férovou mincou a nezavisle
od toho jedenkrat hodime férovou kockou.

(a) Zostrojte pravdepodobnostny priestor, ktory zodpovedd tejto situdcii.
(b) Aka je pravdepodobnost, Ze padne hlava a ziroven neparne ¢islo?

Cvicenie 2.11. Uvazujme nasledovni situdciu: trikrat za sebou hodime férovou kockou. Jed-
notlivé hody st nezavislé.

(a) Zostrojte pravdepodobnostny priestor, ktory zodpovedd tejto situdcii.
(b) Aka je pravdepodobnost, Ze padne sicet vacsi ako 57

Cvicenie 2.12. Mame 20 kariet. Desat z nich je modrych, o¢islovanych od 1 po 10, desat z nich
je cervenych a ocislovanych od 1 po 10. Nahodne si jednu vyberieme. Vezmime si nasledovné
udalosti:

e A - vyberieme si kartu s parnym cislom.
e B - vyberieme si modru kartu.
e C - vyberieme si kartu s ¢islom mensim ako 5.

Zostrojte pravdepodobnostny priestor zodpovedajuci tejto situacii a opiste nasledovné udalosti:

(a) AnBNnC
(b) BNCC
(¢c) AUBUC

(d) An(BUCQC)
(e) A°NB“NnCC

Cvicenie 2.13. Hodime 3 férové kocky. Vezmime si nasledovné udalosti:

e A - na prvej kocke hodime péarne éislo.
¢ B - na druhej kocke hodime pérne ¢islo.
e C - na tretej kocke hodime pérne ¢islo.

Pomocou tychto udalosti vyjadrite:

(a) Udalost, ze na vsetkych troch kockach je parne ¢islo.
b) Udalost, ze na ziadnej kocke “je” parne ¢islo.
) Je b
(¢) Udalost, ze aspori na jednej kocke je neparne éislo.
(d) Udalost, ze najviac na dvoch kockach je neparne éislo.
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Cvicenie 2.14. Nihodne vyberieme tri rdzne prirodzené ¢isla z mnoziny {1,2,3,---,20}.

(a) Ak& je pravdepodobnost, ze ich stcet bude parne ¢islo?
(b) Ak& je pravdepodobnost, ze ich su¢in bude péarne ¢islo?

Cvicenie 2.15. Vo vreci je 50 stciastok, z nich dve st chybné. Nahodne nacrieme rukou
vyberieme 5 z nich.

(a) Ak& je pravdepodobnost, ze aspon jedna z nich bude chybna?
(b) Kolko suéiastok musime vybrat aby Sanca, ze ndjdeme aspon jednu chybnu stéiastku
bola vicsia ako 50% ?

Obrazok 2.1: Ilustracia nacierania rukou do vreca s 50 suéiastkami.

Cvicenie 2.16. Ukazte, Ze zo spocitatelnej aditivity (vlastnost (3) pravdepodobnosti) vyplyva
konecnd aditivita, teda, ze plati P (U, A;) = 2?11 P(A,) pre akékolvek disjunktné udalosti
Alv A27 A37 ) An

Cvicenie 2.17. Formalne ukézte vlastnosti pravdepodobnosti z Casti Sekcia 2.3.

Cvicenie 2.18. Ukazte, ze pre hocijaké dve udalosti A a B je pravdepodobnost, Ze nastane
prave jedna z udalosti A a B je danéd nasledovnym vyrazom

P(A) + P(B) — 2P(AN B).
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Cvicenie 2.19. Nech je A;, A,,... akdkolvek postupnost udalosti a nech B;, B,,... je po-
stupnost definovand nasledovne: B, = A;, B, = AY N A,, By = AY N A N A,;, B, =
AY N AS N Ag N A, a tak dalej. Ukazte, ze pre vSetky n = 1,2, 3, ... plati

P(Ur A ZP

Cvicenie 2.20. Nech A, B a D st nejaké udalosti, také, ze P(AU B U D) = 0.3. Ak4a je
hodnota P(A® N B¢ N D%)?

Cvicenie 2.21. Ukézte, ze pre udalosti A, A,, ..., A, plati

Cvicenie 2.22. Nech A, B a C st nejaké udalosti. Pouzitim Vennoveho diagramu ukazte, ze

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANB)—P(BNC)—P(ANCQC)
+P(ANBNC).

Cvicenie 2.23 (*Zasa gulicky). Majme vrectsko s farebnymi gulickami. Konkrétne sa v fiom
nachidza cervenych gulic¢iek, b bielych guli¢iek a m modrych guli¢iek. Postupne vyberame po
jednej gulicke z vrecuska tak, ze ich neddvame naspét. Aka je pravdepodobnost, Ze vytiahneme
vSetky cervené gulicky este predtym, nez vytiahneme nejaka bielu?

CviCenie 2.24 (*Princip zapojenia a vypojenia). Nech A;, A,,..., A, su nejaké udalosti.
Ukazte, ze plati

P (U, A Z P(A;) =) P(A;NA)

i<j

+Z (ANA;NA)— Y PANAUANA)+

1<j<k 1<j<k<l

+(=1)"P(A, N A, NA; N NA).
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@ Niektoré riesenia

Cvicenie 2.1 Ide o rézne objekty. Kym (a,b) oznacuje usporiadani dvojicu. Pomocou
{a,b} oznacujeme mnozinu, ktord obsahuje dva prvky: prvok a a prvok b.

Cvicenie 2.2 A € M znamend, ze A je prvkom mnoziny M. Na druhej strane A C M
znamenad, ze A je podmnozinou mnoziny M, takze maja rovnaké tipy prvkov.

Cvicenie 2.3

(a) M© = {5,6}
(b) M ={(z,y) s 2® +y* > 2,27 +y* < 4}
(c) M ={0,1}

Cvicenie 2.4

(a) Ak st A a B disjunktné, potom A N B = B. Preto P(A° N B) = 0.6.

(b) Ak A C B, potom B = (BN A)U(BN A%) = AU(B N AY). Takze podla konec¢nej
aditivity pravdepodobnosti P(B) = P(A)+P(BNA%) ateda 0.6 = 0.3+ P(BNAY),
z ¢oho vyplyva P(BN A%) = 0.3.

(¢) Znovu vyuzijeme B = (BN A)U(BN A°) a teda P(B) = P(BN A) + P(BN A°),
a teda 0.6 = 0.1 + P(B N A®), z ¢oho vyplyva P(BN A®) = 0.5.

Cvicenie 2.5

a-vi, b-iii, c-iv, d-i, e-ii, f-v, g-vi
Cvicenie 2.6
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Zeny Muzi
Ano a b 0.7
Nie c d 0.3
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Hladame najvacsiu hodnotu a tak aby boli splnené nasledovné podmienky:

a+b = 0.7
c+d = 03
a+c = 0.6
b+d = 04
a,b,c,d > 0

Tomuto vyhovuje a = 0.6 a tomu prislichaji hodnoty b = 0.1,¢ =0,d = 0.3.
Cvicenie 2.7

c. Kedze hody mincou st nezavislé, obidve tieto udalosti si rovnako pravdepodobné.

Cvicenie 2.8
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Bakt/Vir Ano Nie
Ano a b 0.4
Nie c d 0.6
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Hladame najvacsiu a najmensiu hodnotu a tak, aby boli splnené nasledovné podmienky:

a+b = 04
c+d = 06
a+c = 08
b+d = 0.2
a,b,c,d > 0

Maximum: Tomuto vyhovuje a = 0.4 a tomu prislichaji hodnoty b = 0,¢ = 0.4,d = 0.2.
Minimum: Tomuto vyhovuje a = 0.2 a tomu prislichaji hodnoty b = 0.2,¢ = 0.6,d = 0.
Cvicenie 2.9

5 5
(a) =65 =%
(b) 6 651:56376 25 1
() 1-551=1—% =3
(d) 0

Cvicenie 2.10
(a) Pravdepodobnostny priestor vieme reprezentovat napriklad takto: (2,5, P), kde

Q={(H,1),(H,2),..,(H,6),(T,1),(T,2),...(T,6)}
F =29
A

P(A) =g =
kde |A| oznacuje pocet prvkov mnoziny A, teda |Q] = 12.

(b) B={(H,2),(H,4),(H,6)} a preto P(B) = 3 = .
Cvicenie 2.11

(a) Pravdepodobnostny priestor vieme reprezentovat napriklad takto: (2,7, P), kde

= {<17 17 1)’ (17 172)’ (S (67676)}
F =29,
mm:%:u:m

B4 - {(17 17 2)7 (17 27 1)7 (27 17 1)}7
B; ={(1,1,3),(1,3,1),(3,1,1),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1)}, nech B= B;UB, U Bs, potom
mame
1 3 6 10 719
PBC:1—PB:ﬂf(—— — 47>:1——f:—7~%6
(B%) (B) m9+7%f%m9 720 729 %
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Cvicenie 2.12
Pravdepodobnostny priestor vieme reprezentovat napriklad takto: (Q2, F, P), kde
Q={(M,1),(M,2),..,(,10)}
F =2
_ 1Al _ [4]
P(A) = @ = 50
kde |A| oznacuje pocet prvkov mnoziny A, teda || = 20.

(a) Padne modra karta s pArnym ¢islom mensim ako 5, takze tomu zodpovedd mnozina

{(M,2),(M,4)}.
(c) Padne karta s parnym cislom alebo modréd alebo s ¢islom mensim ako 5, takze

{(M,1),...,(M,10),(,1),(,2),(,3),(,4),(,5),(,6), (,8), (,10) }.

(d) Padne karta s parnym ¢islom a zéroven je modra alebo bude mat ¢islo mensie ako
5, takze {(M,2),(M,4),(M,6),(M,8),(M,10),(,2),(,4)}.
(e) A°NB°NCY=(AUBUCQC)® takze {(,7),(,9)}

Cvicenie 2.13
AU BCuUCCU
Cvicenie 2.14

(a) A - nech oznacuje, ze vSetky tri ¢isla budi neparne B - nech oznacuje, ze dve ¢isla
budi neparne a jedno péarne

= %, nakolko ide o disjunktné udalosti (nemézu nastat naraz).

P(A%)=1—P(A) =1
Cvicenie 2.15

(a) A -nech oznacuje, 7e vietkych 5 sticiastok bude OK. P(A) = 1—P(A) = 1—%

> 0.5

2 48
(b) Musime najst k tak, aby 1 — (0)5(0’“)

(%)
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Dosadenim dostédvame, ze pre k = 14 je to 48.57%, pre k = 15 je to 51.43%.

Cvicenie 2.23

KTacové pri tejto tlohe je uvedomit si, ze na modrych gulickach vobec nezalezi. Posobia
tam len ako Sum. Ak je ich velmi vela, tak ich budeme vela tahat kym sa nebude menit
to, ¢o nas zaujima, a to je pomer medzi bielymi a ¢ervenymi gulickami.

Preformulujeme to na nasledovny problém. Méme vo vrecku cervenych a b bielych gu-
liciek. Ak4 je pravdepodobnost, ze prvych guli¢iek bude éervenych? 7 vrectska, kde
su ¢isla {1,2,3,..., + b} musim vytiahnut guli¢iek a musim vytiahnut konkrétne ¢isla
{1,2,...,}. To je prave jedna moznost spomedzi vSetkych moznych ¢isel, ktoré mdzem
vytiahnut. Tychto moznosti je (H’). Takze pravdepodobnost je

P(4) = by = i

Skutocnost, ze na pocte modrych guliciek nezalezi sa moéze zdat na zacCiatku proti
intuitivna. Simuldciou vSak moézeme polahky overit, Ze je to skutocne tak. Tieto si-
mulacie sa budeme ucit robit budici semester v ramci pokracovania tohoto kurzu
https://lukaslaffers.github.io/pas2/.

Uvedomme si tiez, ze P(A) = (ﬁ!)! = (+b)(+b7!1)‘..(b+1) = - ﬁ'"b%? ¢o zodpoveda
postupnému tahaniu éervenych guli¢iek. Znovu vidime, ze zdlezi len na tom, ¢i bude
cervend vytiahutd skor ako biela, kolko je tam modrych ndm méze byt jedno.

Cvicenie 2.24

Dokaz matematickou indukciou cez n.

2.7 DalSie cvicenia

° o M o
1 Pozriet si to?

Nasledujtce priklady boli v minulych rokoch sticastou povinnych a hodnotenych doméacich
uloh. Domace tlohy st vSak tento rok nepovinné. Tieto vSak budu stdle uzitocné pre
porozumenie uciva a pomoézu Vam nakalibrovat sa, aka droven porozumenia sa od Vas
priblizne ocakava.

Cvicenie 2.25. Oznac¢me
A={reR:2<z2<5},B={reR:4<x<10}aC={zreR:z <0}

vyjdarite:

(a) A¢
(b) AUB
(c) BnC®
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(d) AN B“nCC
(&) (AUB)NC

Cvicenie 2.26. Mame studentov prvého, druhého a tretieho ro¢nika matematiky. Nech uda-
lost A znamena, ze Student je z prvého roc¢nika, udalost B, Ze Student je z druhého roc¢nika a
udalost C', Ze Student je z tretieho ro¢nika. Uréte vyznam nasledovnych udalosti:

(a)

(b) (AUC)©

(c) AnC

(d) (AnB)uC
(e) AUBUC

Cvicenie 2.27. Mame 4 rovnaké nepriehladné obéalky s darcekom. V jednej poukaz do knih-
kupectva, v druhej su listky do divadla, v tretej sa letenky a vo Stvrtej si nalepky. Nahodne
si m6zeme vybrat 2 obalky.

(a) Zostrojte pravdepodobnostny priestor, ktory zodpoveda tejto situdcii. Podrobne popiste
jeho elementy.
(b) Ak4 je pravdepodobnost, Ze nebudeme letiet lietadlom?

Cvicenie 2.28. Gymnizium vyberd studentov z tretieho ro¢énika do ziackej rady. Studentov
v 3.A je 25, studentov v 3.B je 28 a Studentov v 3.C je 20. Z kazdej triedy vybert jedného
studenta. Kolko réznych zlozeni studentskej rady existuje?

Cvicenie 2.29. 30 studentov z triedy nahodne rozdelime do dvoch projektov. 10 studentov
vyberieme do projektu A a 20 Studentov vyberieme do projektu B. Aka je pravdepodobnost,
ze kamarati Pankrac a Servac budi spolu v tom istom projekte?

Cvicenie 2.30. V dvoch nadobéach st gulicky, ktoré sa od seba lisia len farbou. V prvej nadobe
je 5 bielych, 11 modrych a 8 zelenych guli¢iek. V druhej nadobe je 10 bielych, 8 modrych a 6
zelenych guliciek. Z nddob sa ndhodne tahd po jednej gulicke. Aké je pravdepodobnost toho,
ze obe gulicky st rovnakej farby?

Cvicenie 2.31. Medzi 100 vyrobkami v sérii sa nachadza 5 nepodarkov. Ndhodne sa vyberie
polovica vyrobkov a presktsa sa. Urcte pravdepodobnost, ze vyrobky zo série budu prijaté, ak
podmienky pre prijatie série dovoluji nanajvys jeden nepodarok z 50 vyrobkov.

Cvicenie 2.32. Na katedre mame 50 Studentov. Na predmet Matematicka analyza (A) chodi
30 studentov, na Pravdepodobnost a statistiku (P) chodi 20 studentov a na Rovnice a nerovnice
(R) chodi 15 studentov. Na A aj P chodi 10 Studentov, na A aj R chodi 5 studentov a na P aj
R chodi 10 studentov. Na vSetky 3 predmety chodia 2 Studenti.
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(a) Kolko percent studentov katedry chodi aspon na jeden z uvedenych predmetov?
(b) Kolko percent studentov katedry chodi presne na jeden z uvedenych predmetov? (HINT:
pomdzte si obrazkom)

Cvicenie 2.33. Pouzitim vlastnosti funkcie pravdepodobnosti formalne ukazte (Vennov dia-

gram nestaci), ze plati
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Cvienie 2.34. Oznaéme A = {(z,y) € R? : 22 +y?> < 3,2 > 1} a B = {(z,y) € R? :
|z| + |y| < 1}. Zobrazte mnoziny AN B¢ a AU B,

Cvicenie 2.35. Uvazujme nasledovna situaciu: trikrat hodime férovou mincou.

(a) Zostrojte pravdepodobnostny priestor, ktory zodpovedd tejto situdcii. Podrobne popiste
jeho elementy.
(b) Aka je pravdepodobnost, Ze padne hlava aspon 2 krét?

Cvicenie 2.36. Test pozostava z 10 otdzok, kazdd ma moznosti (a), (b), (c¢), (d), (e) a prave
jedna odpoved je spravna. Aké je pravdepodobnost, Ze Student, ktory sa ni¢ neucil zodpovie
aspon 3 otazky spravne?

Cvicenie 2.37. Mame 5 rovnakych nepriehladnych obalok s darcekom. V jednej je poukaz
do knihkupectva, v druhej st listky do divadla, v tretej st letenky, vo stvrtej si nalepky a v
piatej su vstupenky do mtzea vo Sviatom Antone. Ndhodne si vyberieme 3 obélky.

(a) Zostrojte pravdepodobnostny priestor, ktory zodpoveda tejto situdcii. Podrobne popiste
jeho elementy.

(b) Ak4 je pravdepodobnost, Ze nepojdeme do mizea vo Sviatom Antone?

(c) Aké je pravdepodobnost, Ze pdjdeme do knihkupectva ale nedostaneme nélepky?

Cvicenie 2.38. Na plese bolo fantasticky. Tombola je kazdoroénym highlightom tohoto tra-
di¢ného podujatia a tento rok sa predalo 722 listkov, bolo udelenych 38 cien. Simona si kupila
40 listkov, Lukas si kiapil 20 listkov. (Listky stali 50 centov ale to nie je dolezité.)

(a) Ak& je pravepodobnost, ze Simona vyhré 6 cien?
(b) Ak4 je pravepodobnost, ze Lukds nevyhra ziadnu cenu?
(c) *Ak4 je pravdepodobnost, ze Simona vyhré 6 cien a sticasne Lukas nevyhra ziadnu cenu?

Cvicenie 2.39. Mame 3 bezcov v time A a 3 bezcov v time B. VSetci sa zGcastnia preteku a
vykonnost vsetkych je rovnaka. Aka je pravdodobnost, Ze vSetci z timu A budu rychlejsi ako
vSetci z timu B a zaroven Jozef Kopelka z timu A bude druhy?
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Cvicenie 2.40. Balicek 52 kariet je ndhodne rozdeleny medzi 4 hracov a kazdy dostane 13
kariet. Aké je pravdepodobnost, ze vSetky 4 esd skoncia u (nejakého) jedného hraca?

CvicCenie 2.41 (*Sucet binomickych koeficientov).

n ):?

{ky sk iy +.otk,,=n} kyy e b
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3 Podmienena pravdepodobnost

Podmienena pravdepodobnost je klticovym pojmom v tedrii pravdepodobnosti. Vdaka nej mo-
zeme skumaft stvztaznost roéznych udalosti - ako nastatie jednej udalosti ovplyvni pravdepo-
dobnost nastatia inej. Je neprekvapivé, ze rozne udalosti nenastavaji vo vakuu, ale navzajom
spolu mozu suvisiet. A o tom to teraz bude. Ako tento sivis vyjadrit, porozumiet mu a mate-
maticky ho formalizovat.

3.1 Co je to podmienena pravdepodobnost

Nech A a B st udalosti a nech naviac P(B) > 0. Podmienenou pravdepodobnostou
udalosti A za podmienky, Ze nastala udalost B, nazyvame nasledovnu kvantitu:

P(ANB)

P(B)
Potrebovali sme uvazovat, aby platilo P(B) > 0, nakolko v inom pripade by podmienend
pravdepodobnost nebola dobre definovana.!

P(A|B) =

P(A n B) O

PAB) = il

Obréazok 3.1: Ilustracia podmienenej pravdepodobnosti. Pravdepodobnost jednotlivych mno-
zin je reprezentovand jej plochou.

!Neskér, ale v inom kurze sa dozvieme, ze sa d4 podmietiovat aj udalostami, ktorych pravdepodobnost je
priamo nula. Toto je zaujimavé uvazovat vo finanénych aplikicidch. Kym pravdepodobnost, ze v nejakom
konkrétnom okamihu bude cena ropy presne 100$ za barel je nula, neznamen4 to, Ze je neuzitocné uvazovat
o tom, akd by bola pravdepodobnost nejakej inej udalosti, ak by cena ropy naozaj bola prdve 100$ za barel.
A presne na to ndm bude treba poznat trochu viacej Struktiry ako sa u¢ime teraz.
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Podmienena pravdepodobnost je ohromne uzitoény koncept. Hovori nam napriklad o tom,
ako v zmysle poznania novej informdcie (dozvedeli sme sa, Ze nastala udalost B) menime to,
¢o si myslime o pravdepodobnosti toho, Ze nastane udalost A. Na zaciatku by sme si boli
mysleli, Ze Sanca, Ze Slovensko vyhra na MS v ladovom hokeji je mald (P(A)). Avsak vidiac

nas fantasticky vykon v zdkladnej skupine B sa teraz uz nadejame, Ze zlato nie je az také
méarne (P(A|B) > P(A)).

nastala udalost B

//”'_""\>l

Obréazok 3.2: Vo svetle novej informdacie (udalost B nastala) zmenime pravdepodobnost, ze
udalost A nastane.

Priklad 3.1. HadZeme dvoma férovymi kockami. Pravdepodobnost, Ze na nich padne stucet
4, P(A) = 33—6 = 1—12 Ak4 je pravdepodobnost, Ze padne sucet 4, ak vieme, Ze na prvej kocke
padlo ¢islo 37

Oznaéme si rozne udalosti:2

e A - na dvoch kockach padne sucet 4
e B - na prvej kocke padne ¢cislo 3

Pouzitim vztahu pre podmienent pravdepodobnost dostavame

PMMZPﬁ%m:?:é

Priklad 3.2. Majme triedu, v ktorej je 60% dievéat a 40% chlapcov. Nech 30% dievéat ma
dlhé vlasy a nech 20% chlapcov mé dlhé vlasy. Ndhodne vyberieme jednu osobu z tejto triedy.
Aka je pravdepodobnost, ze ma dlhé vlasy?

Uvazujme nasledovné znacenie
e 7 - vybrana osoba je dievéa

e M - vybrand osoba je chlapec
e D - vybrana osoba ma dlhé vlasy

2Akonahle mame udalosti poriadne oznacené, polovicu rieSenia mame za sebou. Tento prechod od pisaného
textu do matematického zapisu je klucovy ale nastastie sa d4 do velkej miery natrénovat.
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Zaujima nas P(D), ale k dispozicii mdme len P() = 0.6, P(M) = 0.4, ale aj P(D]) = 0.3 a
P(D|M)=0.2.

Hned vieme, P(DN) = P(D|)P() = 0.3-0.6 = 0.18 a P(DNM) = P(D|M)P(M) = 0.2-0.4 =
0.08.

Nakolko udalosti M a st disjunktné ( = M), musia byt aj udalosti DN a DN M tiez
disjunktné. Podla spocitatelnej aditivity pravdpodobnosti teda méame:

P(D)=P({DN}U{DNM})=P(DN)+P(DNM)=0.18+0.08 = 0.26.

3.2 Bayesova veta

Bayesova veta je jednym z najdodlezitejsich vysledkov v teérii pravdepodobnosti.

Uvazujme A; a A, disjunktné udalosti také, ze Q2 = A; UA,. To znamena, ze nastane A, alebo
Ay = A teda P(A;) + P(Ay) = 1. Pre takéto mnoziny plati

A=(ANA)U(ANA,).

Nakolko aj mnoziny AN A; a AN A, su tiez disjunktné, vdaka spocitatelnej aditivite pravde-
podobnosti dostavame
P(A)=P(ANA,;)+ P(ANA,).

Vyuzitim definicie podmienenej pravdepodobnosti dospejeme k
P(A)=P(ANA))+P(ANA,) = P(A|A,)P(A,) + P(A|A,)P(A,).
Aplikovovanim podmienenej pravdepodobnosti do povodného vztahu méame

_ P(A,NA) P(AJA))P(A,)
PA) = =5 = PA[AP(A,) + P(A[A; P(4y)

Tomuto vysledku hovorime Bayesova veta. V pripade, ze mame viacej disjunktnych uda-
losti Ay, Ay, -, A, takych, ze Ul ; A, = Q (takéto mnoziny nazyvame rozklad mnoziny €2),
podobnym d6évodenim dostévame:

P(A, N A) P(AJA,)P(A,))

P(A|A) = P(A) - > P(AJA)P(4;)
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AUuAUAUAUAUA, =Q
Obrazok 3.3: Ilustracia rozkladu mnoziny.

Preco je podmienenda pravdepodobnost a teda aj Bayesova veta dolezita?

Priklad 3.3. Aby sme boli na tepe dia, pozrime sa na priklad prudko aktudlny (zac¢iatkom
2022). Uvazujme skriningové testovanie na nejakt chorobu a pouzime nasledovné znacenie:

e @ - nech oznacuje pozitivny test,

e O - nech oznacuje negativny test,

e 7 - nech oznacuje, ze ¢lovek je zdravy,
e CH - nech oznacuje, ze ¢lovek je chory.

Na zdklade skiimania odpadovych véd vieme, Ze pritomnost choroby v populécii je 1%, teda
P(CH) =0.01 =1— P(Z). Majme test o ktorom vieme, ze pre chorého ¢loveka da pozitivny
vysledok v 90% pripadov, tomuto sa hovori senzitivita testu, matematicky to zapiSeme ako
P(®|CH) = 0.9. Tento test d4 naviac spravny negativny vysledok v pripade zdravého ¢loveka
v 99% pripadov ($pecificita testu), takze P(©|Z) = 0.99 = 1—P(®|Z). Teraz prakticky priklad:
niahodne vybraného ¢loveka budeme testovat, test vyjde pozitivny. Aka je pravdepodobnost,
ze tento Clovek je skutocéne pozitivny? Este predtym, nez sa pozrieme nizsie, predstavme si
tuto situdciu a tipnime si vysledok.

Pozrime sa na to blizsie:

_ P(CHN®) P(®|CH)P(CH)
PICHI®) = — 57 = B@cmP(CH) 1 P@Z)P(Z)
_ 0.9 - 0.01 0476

0.9-0.01+0.01-0.99
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Teda je priblizne 48%. Menej nez polovica. Toto je vyrazne menej ako véacsina Iudi ¢aké (tip:
vyskusajte to aj na lekdrov). Tuto je nesmierne dolezité zdoéraznit, ze iSlo o skriningové testo-
vanie.?

Ak by sme napriklad testovali len Tudi s priznakmi, uz by neplatilo, ze P(CH) = 0.01, ale

bolo by to vyrazne viacej. Ludia s priznakmi totiz nie st rovnaki ako ti ndhodne vybrani z
populécie.*

Vratme sa naspéat k tomu, preco je tych 48% tak prekvapivo vela. Je to ¢len P(®|Z)P(Z) v
menovateli v zlomku na vypocet P(CH|®). Sice je pravdepodobnost P(®|Z), teda falosnej
pozitivity, velmi malé, ale zdravej populacie je velka vac¢sina P(Z) = 0.99.

®

Ié—
| S

ole—
®leo— nO

Ol

PO@® __ PE®  _ '
P(®) P(@n®) + P(On®) | +

PEI®) =

Obrazok 3.4: Ilustracia Bayesovej vety na priklade s testovanim.

3Tieto ¢&isla st velmi blizke tym zo skriningového testovania na $koldch na COVID19 v CR v januéri 2022.

4Skriningové testovanie sa odportica aj pri niektorych typoch rakoviny, kde je skoré zachytenie dolezité pre
dobri prognézu. Vzdy vsak treba brat do ivahy naklady spojené s mnozstvom falo$ne pozitivnych pripadov
alebo s mnozstvom pripadov, kde pacient podstipil naro¢ni liecbu napriek tomu, ze by sa rakovina nemusela
pocas celého zivota pretavit do problémov (ked ¢lovek umrie na intd diagnézu).
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Priklad 3.4. Majme dve vreckd s gulickami. V prvom je 7 Cervenych a 2 modré gulicky. V
druhom vrecku je 5 ¢ervenych a 9 modrych guli¢iek. Ndhodne vyberieme jedno z vreciek (s
pravdepodobnostou 1/2) a z neho jednu z guli¢iek. Ukaze sa, ze je Cervena. Aka je pravdepo-
dobnost, ze tato gulicka pochadza z prvého vrecka?

Oznac¢me si udalost, Ze vyberame z vrecka 1 ako V| a ze z vrecka 2 ako V,. Na zdklade
predpokladu vieme, ze P(V;) = P(V,) = 3. Dalej ozna¢me udalost, Ze vyberieme Cervent
gulicku ako . Priamociarym pouzitim Bayesovej vety dostavame:

P([V))P(Vy) ¢35

PO = Brvppv) + POV PV T

3.3 Nezavislost

Nezavislost dvoch udalosti ndm hovori ¢osi o tom, ako tieto udalosti nastavaji. To, ¢i nastane
jedna udalost vobec nijakovsky nestuvisi s tym, ¢i nastane druha udalost. Teda inymi slovami,
nenastavaju naraz ani nenastavaji opacne, skratka a dobre, obe udalosti si ziju svoj vlastny
zivot a ich nastavanie/nenastavanie sa deje tplne oddelene. Tu treba dat pozor. Nehovorime o
ziadnej pri¢innosti. V obdobi, ked je najviac ttokov zZralokov na ¢loveka, st aj rekordné predaje
zmrzliny. Tieto udalosti su zavislé. Ale to neznamen4, ze nejak spolu kauzéalne suvisia, vébec
nie. Skor ide o to, ze tieto udalosti si prepojené cez nejaki inti udalost. V lete, ked je pekne,
ludia st vonku a kiipu sa, je prirodzene vécsia Sanca utoku zraloka ako v zime, ked st turisti
doma.

Dve udalosti A a B nazyvame nezavislé ak plati
P(ANB) = P(A)P(B).

Stbor udalosti A, A,,--- nazyvame nezavisly ak plati

31

JP(A;,) - P(A;).

J

pre akykolvek konecény podstubor udalosti A; , A4;, -4, .

Pre nezdvislé udalosti A, B plati, ze vedomost o tom, ze udalost B nastala nijakovsky neovp-
lyvni pravdepodobnost, Ze nastane udalost A.

P(AIB) =~ gf(;)m _L (]‘i)(g;B) — P(A).
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nastala udalost B

0
TRD

udalosti A a B sU nezavislé

Obrézok 3.5: Vo svetle novej informécie (udalost B nastala) sa pravdepodobnost, ze udalost
A nastane, nezmeni, ak su tieto udalosti nezavislé.

Nezavislost udalosti A a B sa da preto alternativne zadefinovat aj pomocou vztahu

P(A|B) = P(A).
To, ze dve udalosti su zavislé, znamend, ze nastatie jednej udalosti nesie nejakt informéciu o
tej druhej udalosti. Méze ju zvysit alebo znizit.

Koncept nezavislosti sme doteraz neformalne pouzivali pri réznych prikladoch s kockami, s
mincami, ¢i s kartami. Teraz sme si tento pojem formalizovali.

Priklad 3.5. Uvazujme pravdepodobnostny priestor ([0, 1], &, P), kde P priradi kazdému in-
tervalu jeho dlzku a & je mnozina vSetkych udalosti, ktorym vieme priradit pravdepodobnost.’
Majme nasledovné dve udalosti A = (%, %) aB= (O, %) . Su tieto udalosti nezavislé?

Na prvy pohlad by sa mozno zdalo, zZe nie. Lebo nie st disjunktné. Alebo? Pozrime sa na to

blizsie. P(@,i)ﬂ@é)):P(@’z)):é
P((33)7((05) =55 -3

Takze tieto udalosti A a B vskutku s nezdvislé. No lebo spliiajt definiciu nezdvislosti. Pre
disjunktné mnoziny plati, Ze pravdepodobnost zjednotenia mnozin je stcet pravdepodobnosti
mnozin. Toto je vSak nieco iné ako nezavislost.

P(ANB)

P(A)P(B)

3.4 Podmienena pravdepodobnost je tiez pravdepodobnost
Na podmienent pravdepodobnost sa mézeme pozerat ako na pravdepodobnostni funkciu na
tom istom pravdepodobnostom priestore.

P) = Plajp) = Zo

5Pravdepodobnost na takomto pravdepodobnostnom priestore sa nazjva Lebesgueova miera na [0, 1] a v tomto
pripade plati & # 29 a F je mnozina Lebesgueovsky meratelnych mnozin. Do vi¢sich podrobnosti sa
zahlbite v ramci kurzov Tedria miery a integrdlu a Tedria pravdepodobnosti.
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Polahky mozeme overit tri vlastnosti, ktoré musi spliiat kazd4 pravdepodobnostna funkecia:

(1) P*(A) > 0 pre vsetky udalosti A plati trividlne, lebo P(AN B) < P(B) kvoli tomu, ze

ANBCB
. P(QNB) _ P(B
(2) P =232 =53 =1
(3) P*(UX,A,) = w = Zzl w = Zzl P*(A;) pre akékolvek disjunktné

udalosti A, Ay, A, .... Prostredna nerovnost plati, lebo aj mnoziny A, N B, A, N B, A3 N
B, --- st tiez disjunktné a len sme vyuzili vlastnost spocitatelnej aditivity pévodnej prav-
depodobnostnej funkcie P.

Pre fixnt udalost, pre ktora plati P(B) > 0, sa teda podmienend pravdepodobnost sprava
ako kazda ind pravdepodobnostna funkcia. VSetky vlastnosti, ktoré sme odvodili pre p6vodnii
pravdepodobnosti funkciu z prvotnych principov, budd preto platné aj pre podmienent prav-
depodobnost.b

3.5 Zhrnutie

Podmienena pravdepodobnost je nastroj, ktory nam umoznuje kvantifikovat, ako menime
pravdepodobnost nejakej udalosti vo svetle novej informéacie. Bayesova veta nam déva vztah
na vypocet podmienenej pravdepodobnosti. Castokrat vedie k vysledkom, ktoré si na prvy
pohlad prekvapivé.

3.6 Cvicenia

Cvicenie 3.1. Aky m4 vplyv

 zvysenie senzitivity P(®|CH),
 zvysenie Specificitu P(©|Z2),
 zvysenie incidencie choroby P(CH)

na P(CH|®)? Vysvetlite aj na intuitivnej Grovni.
Cvicenie 3.2. HidZeme tromi nezavislymi férovymi kockami. Vypocitajte, o kolko percent sa

zvacsi/zmensi pravdepodobnost toho, ze padne stcet 12 po tom, ako sa dozvieme, ze na jednej
z nich padlo ¢islo 4.

Cvicenie 3.3. Ukazte, ze ak st udalosti A a B nezavislé, potom s aj udalosti A a B¢
nezavislé.

SNeskor sa tiez dozvieme, Ze mnozina podmnozin €2, teda J, mdze byt pri podmiefiovani vo vieobecnosti
mensia ako celd mnozina vietkjch podmnozin 2.
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Cvicenie 3.4 (*Nezavislosti). Néjdite taky priklad pravdepodobnostného priestoru a udalosti
Ay, Ay, Ag, kde sticasne plati

o A, a A, st nezdvislé,
o A, a Aj st nezavislé,
o A, a Aj st nezdvislé,
o A, Ay, Ag nie st nezavislé.

Cvicenie 3.5. Uvedte priklad pravdepododobnostného priestoru a nejakych udalosti A;, A,,
A, A, tak, aby platilo sticasne

o P(A|Ay) > P(Ay),
o P(Ay|A;) > P(A,),
o P(A3|Ay) > P(Ay).

Ak sa to neda, tak to dokazte.

Cvicenie 3.6. Nech je

« pravdepodobnost, Ze snezi 20%,
¢ pravdepodobnost nehody 10%,
o podmienend pravdepodobnost nehody, ak snezi, 40%.

Aka je pravdepodobnost, Ze snezi, ak vieme, ze nastala nehoda?

Cvicenie 3.7. Mame 3 bezpecnostné systémy, tri rézne vrstvy ochrany nasho pocitacového
programu. Ak zlyhd prvy (s pravdepodobnostou 0.03), aktivuje sa druhy, ktory zlyha s pravde-
podobnostou 0.01. V pripade zlyhania druhého je pravdepodobnost zlyhania posledného 0.05.
AKké je pravdepodobnost, ze zlyhaju vSetky tri bezpecnostné systémy?

Cvicenie 3.8. Dve vyrobné linky produkujua ten isty typ stuciastky. Prva linka vyrobi 10000
suciastok tyzdenne a 1000 je chybnych. Druha linka vyrobi 20000 suciastok a z nich je 1500
chybnych. Aké je Sanca, Ze ndhodne vybratd suciastka bude chybna? Vybrali sme chybnt
suciastku. Ak4 je pravdepodobnost, ze pochddza z prvej vyrobnej linky?

Cvicenie 3.9. Na zipadnom Slovensku (2.5mil. obyvatelov) ma 33% Iudi VS vzdelanie, na
stredom Slovensku (1.5mil. obyvatelov) ma 20% Iudi VS vzdelanie a na vychodnom Slovensku
(1.8mil. obyvatelov) je to 22%. Néhodne vybrany ¢lovek nemé VS vzdelanie. Ak4 je pravdepo-
dobnost, ze pochadza zo zapadného Slovenska?

Cvicenie 3.10. Uvazuje test na tuberkul6zu, ktorého senzitivita aj Specificita st 99%. Sku-
to¢na prevalencia tuberkulézy v populacii nech je 0.00004. Aka je pravdepodobost, ze ndhodne
vybrany ¢lovek mé tuberkulézu, ak mé pozitivny test?
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CvicCenie 3.11. Mal4 firma vyhodnotila, ze so 75% svojich zamestnancov je spokojné. Zistilo
sa, ze z tychto malo az 80% predosli pracovnu skusenost. Z tych ostatnych zamestnancov,
s ktorymi firma nebola spokojnd to bolo len 15%. Firma préve zamestnala nového pracov-
nika, ktory mal predosla pracovni skusenost. Aka je pravdepodobnost, ze s nim firma nebude
spokojna?

Cvicenie 3.12. Desat percent pacientov vstupujicich na kliniku mé poskodend pecen. Pét
percent pacientov vstupujicich na kliniku je alkoholikov. Z tych pacientov, ktori maji posko-
denti pecen, je 7% alkoholikov. Ak& je pravdepdoobnost, Ze pacient, ktory je alkoholik m4
poskodent pecen?

Cvicenie 3.13. Nech je pravdepodobnost, Ze nds vlak bude meskat 60%. Ak4 je Sanca, ze
prideme tam aj spat nacas, bez meskania? Predpodkladajme, ze meSkania vlakov si nezavislé.

Cvicenie 3.14. Na poste je dlhy rad. Pravdepodobnost, ze poziadavka kazdého ¢akajiceho
bude vyriesend do 1 mintty je 10%. Ak4 je pravdepodobnost, ze kazdy zo 17 Tudi v rade predo
mnou bude obsltzeny do jednej mintty?

Cvicenie 3.15 (Narodeninovy paradox). Na predpandemickej party (offline) sa stretne n
ludi. Aké je najmensie n také, aby bola Sanca, Ze aspon jedna dvojica mé narodeniny v ten isty
den vécsia ako 507 (Pomodcka: ehm, dno, samozrejme prekvapivo mald, inak by sa to nevolalo
paradoz.) Predpokladajme, Ze kazdy jeden ¢lovek mé pravdepodobnost prave %, ze sa narodi
v nejaky konkrétny den, ignorujic prestupné roky.

CvicCenie 3.16 (Monty Hall problém). Kedysi isla v televizii nasledovnd stitaz o auto. Boli
troje dveri, A, B, C. Za dvoma z tychto troch dveri bola koza, za jednymi dverami bolo auto.
Sutaziaci si vybral jednu z tychto dvoch dveri. Moderator potom otvoril jedny z tych dvoch
dveri, ktoré si sitaziaci nevybral a za nimi bola vzdy koza. Zostali tak uz iba dvoje dveri.
Sutaziaci si v druhom kole mohol vybrat z dvoch moznosti: (1) zostane na svojom pévodnom
tipe, (2) zmeni svoje rozhodnutie na tie druhé dvere, ktoré este ostali neotvorené.

Ktora z moznosti (1) alebo (2) je lepsia? Alebo st rovnocenné?

Cvicenie 3.17 (*(modifikovany) Monty Hall problém). Ako by ste zostrojili stratégiu, ktord
vyhrd s pravdepodobnostou %2]

° 2
1 Poznamka

Zaujimavostou je, ze v tejto studii vyskumnici ukazuji, ze holuby rozumeji Monty Hall
problému lepsie ako ludia...
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Cvicenie 3.18 (**Deti). V rodine sui dve deti. Vieme, ze jedno z nich je dievéa. Aka je
pravdepodobnost, ze obe su dievéata?

V rodine st dve deti. Jedno dieta sa vold Gertrida. Aka je pravdepodobnost, Ze obe st diev-
cata?

@ Niektoré riesenia

Cvicenie 3.1
. « P(CHN®) __ P(®|CH)P(CH)
Pripomenme P®) ~ P@ICH)P(CH)+P@|Z)P(Z)

1}
-Zvysenie senzitivity zvysi P(CH|®). Plati sp@icm > V-
9 P(CHN®) P(CHN®)
-Zvysenie Specificity zvysi P(CH|®). Plati Pfg"%) < 0 a preto Pfé“f)z) > 0.
P(CHM®)

o
-ZvySenie chorobnosti zvysi P(CH|®). Plati 55z > 0
Cvicenie 3.3
Ak udalosti A a B sd nezavislé, potom plati:

P(A)P(B) = P(AN B).
Plati P(A) = P((ANB)U (AN BY)) = P(AN B) + P(AN BY) kvoli konec¢nej aditivite.
Preto
P(ANB®) = P(A)— P(ANB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1— P(B)) = P(A)P(B®)

¢o sme chceli ukéazat. V druhej rovnosti sme pouzili nezavislost A a B, v poslednej 1 —
P(B) = P(B°).
Cvicenie 3.6

e S - nech oznacuje, ze snezi,
e N - nech oznacuje nehodu,

_ P(NNS) P(N|S)P(S) 04-02
PESIN) = P(N) —  P(N) 01 08.

Cvicenie 3.7
Ak ide o nezavislé systémy, pravdepodobnost zvyhania je

P(Zy 0 Zy N Zg) = P(Z,)P(Zy) P(Z4) = 0.03 - 0.01 - 0.05 = 0.000015 = 0.0015%.

Cvicenie 3.8

e P(CH|Ly) = 110000000 = 0.1 - pravdepodobnost chybnej stciastky pri prvej linke

« P(CH|L,) = 350 = 0.075 - pravdepodobnost chybnej stciastky pri druhej linke
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e P(Ly) = :1,)8888 = é - pravdepodobnost, Ze ndhodne vybratd suciastka je z prvej

linky
e P(L,) = 38888 = % - pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrata siciastka je z druhej

linky

P(CH) = P(CHNL,)+P(CHNL,) = P(CH|L,)P(L,) + P(CH|L,)P(Ls)

1 2 1
= 01--+40075-==—
3" 3 12
P(CH|L,)P(L,) -3
P(L,|CH) = =103 _ 4.
(L,|CH) P(CH) L

Cvicenie 3.9

V|ZS) = 0.33 - pravd., Ze ndhodne vybrany ¢lovek zo ZS ma VS vzdelania
V|SS) = 0.20 - pravd., ze ndhodne vybrany ¢lovek zo SS ma VS vzdelania

P(
P(

e P(V|VS)=0.22 - pravd., 7e ndhodne vybrany ¢lovek zo VS méa VS vzdelania
P(Z8) = 5525 = 0.431

(

(

— 1.5 —
SS) T 2.5+41.54+1.8 0.259

VS) = 2.5+%:§+1.8 = 0.31

"U“U

- P(VC|ZS)P(ZS)
P(ZS|VE) = P(VC|ZS)P(ZS) + P(VC|SS)P(SS) + P(VC|VS)P(VS)
0.67 - 0.431

0.67-0.4314+0.8-0.259 4+ 0.78 - 0.31 039
Cvicenie 3.10
o« P(CH|®) = 0.99 - senzitivita
o P(Z|©)=0.99 - specificita
o P(CH) =0.00004 - prevalencia choroby
P(CHN P®|CH)P(CH
picle) - PCHN®) _ (@lCH)PCH)
P(®) P(®|CH)P(CH) + P(®|Z)P(Z)
99 - 0. 4
_ 0.99 - 0.0000 — 0.394%.

0.99 - 0.00004 4+ 0.01 - 0.99996

Sice mald ale skoro desat tisic ndsobne vicsia ako P(C'H).
Cvicenie 3.11
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o P(S)=0.75 - pravd., Ze s ndhodne vybranym zamestnancom je firma spokojna

o P(PS|S) = 0.80 - pravd., ze so zamestnancom, ktory mé pracovni skisenost, je
firma spokojna

e P(PS|S®) = 0.15 - pravd., Ze so zamestnancom, ktory neméa pracovni skisenost,
je firma spokojna

 P(PS|S)P(S) P(PS|S)P(S)
PSIPS) = —ppg = P(PSISIP(S) + P(PS|ST)P(ST)
_ 0.8-0.75 — 0.9412

0.8-0.75+0.15-0.25

Cvicenie 3.12

e P(CH)=0.1- pravd., ze pacient méa poskodent pecen
e P(A)=0.05 - pravd., ze pacient je alkoholik
o« P(A|ICH)=0.07

_ P(ANCH) _P(A|CH)P(CH)
PRI = ="py = P
0.07-0.1

= ———— =0.14.
0.05

Cvicenie 3.13

Ak st meskania nezdvislé tak, Sanca, ze stihneme oba vlaky je P(S;NS,) = P(S;)P(Sy) =
(1—0.6)(1—0.6) = 0.16.

Cvicenie 3.14

Ak st Casy obslizenia zdkaznikov nezavislé tak, Sanca, ze vSetci budi obsliZeni nacas je

P<S1 OSQQ---HSN) = P(Sl)P(Sz)‘“P<S17)
= 0.1'7 = 0.00000000000000001,

takze mala.

3.7 Dalsie cvicenia

Cvicenie 3.19. Hodime dvakrat férovou kockou, jedna je ¢ervend a druhd modra. Nech teraz

e A oznacuje udalost, Ze na oboch kockach padne také isté cislo,
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e B oznacuje udalost, ze sii¢et na oboch kockach je 12,
e (C oznacuje udalost, ze na cervenej kocke padne cislo 4,

e D oznacuje udalost, ze na modrej kocke padne ¢islo 4.
Odpovedzte na nasledujiice otézky:

e SU A a B nezavislé?
e St A a C nezavislé?
e S A a D nezdvislé?
e St C a D nezavislé?

e Je stubor udalosti A,C a D nezavisly?

Cvicenie 3.20. Nech A a B su udalosti s kladnou pravdepodobnostou. Ukézte, ze plati
P(A|B) > P(A) prave vtedy a len vtedy, ked plati P(B|A) > P(B).

Cvicenie 3.21. Uvazuje test na Specificky typ chripky, ktorého senzitivita je 93% aj Specificita
je 95%. Skutoéna prevalencia tejto chripky v populdcii nech je 0.0002.

e Aké& je pravdepodobost, ze ndhodne vybrany ¢lovek ma tento typ chripky, ak méa pozi-
tivny test?

e Ako by sa musela zvysit Specificita tohoto testu na to, aby tato pravdepodobnost bola
vacsia ako 80% 7

e Ak& je pravdepodobost, Ze ndhodne vybrany cClovek nemd tento typ chripky, ak méa
negativny test?

(Nenechavajte vysledok v tvare zlomku ale dosadte a vypoéitajte tie pravdepodobnosti.)

Cvicenie 3.22. Nijdite taky priklad pravdepodobnostného priestoru a udalosti A, A,, As,
kde sicasne plati

e A, a A, s nezavislé,

o A, a Aj st nezavislé,

o A, a A; nie sa nezavislé,
o A, Ay, Ay st nezavislé.

Cvicenie 3.23. Navrhnite stratégiu, ktorou budete vyhravat v Monty Hall sitazi s pravde-

podobnostou ¢.
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Cvicenie 3.24. Ak4 je hodnota P(A|B), ak vieme, ze A C B a P(B) > 07

Cvicéenie 3.25. Pravdepodobnost, ze prsi, je 30%.

Pravdepodobnost, Ze nestihneme autobus, je 2%.

Pravdepodobnost, Ze nestihneme autobus, ak prsi, je 60%.

Autobus sme stihli. Ak4 je pravdepodobnost, Ze prsi?

Cvicenie 3.26. Vo firme mame 3 rézne pozicie. Na pozicii “vedtci” je 10 Iudi, z toho 3 Zeny.

Na pozicii “statistik” je 80 Tudi, z toho 55 Zien. Na pozicii “programator” je 120 zamestnancov,
z toho 35 je Zien.

(a) Urcte pravdepodobnost, ze ndhodne vybraty zamestnanec je Zena.
(b) Néhodne vyberieme osobu na konferenciu a je to muz. Aké je pravdepodobnost, Ze to je

veduci?

Cviéenie 3.27. Pozname hodnoty P(A), P(AY), P(B|A) a P(B|A®). Pomocou tychto hodnét
vyjadrite P(A|B).

Cvicenie 3.28. Nech A, B st nezdvislé udalosti a P(B) < 1.

Vyberte spravnu moznost a zdévodnite.

(a) P(A°|BC) = P (B°)
(b) P(AY|B®) = P (A).
(c) P(AY|BY) = P (A%).
(d) P(A%|BY) = P(B).

Cvicenie 3.29. Pravdepodobnost, ze vyhrate na vyhernom automate, je 0.02.
Hrate 50 krat.
(a) Ak& je pravdepodobnost, ze vyhrate presne raz?
(b) Ak4 je pravdepodobnost, Ze vyhréite aspon raz?
(c) Kolkokrat by ste museli hrat, aby pravdepodobnost, ze vyhrite aspon raz, bola aspon

0.97

Cvicenie 3.30. Pozname hodnoty P(A), P(AY), P(B|A) a P(B|A®). Pomocou tychto hodnét
vyjadrite P(A|B).
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Cvicenie 3.31. Nech je
o pravdepodobnost, ze prsi 30%,
o pravdepodobnost, ze dadzdovky vylezi von 10%,
e podmienend pravdepodobnost, ze dazdovky vylezi von, ak prsi 80%.
Aka je pravdepodobnost, ze prsi, ak vieme, ze ddzdovky nevyliezli von?
Cvicenie 3.32. Majme SPAM filter fungujici na detekcii podozrivych fraz. Nech je pravde-
podobnost vyskytnutia frazy “Vyhrali ste!” vo vzorke emailov 1076, Z pomedzi emailov, ktoré

musi SPAM filter odfiltrovat je 20% SPAMu. Vieme, ze spomedzi SPAMovych emailov sa fraza
“Vyhrali ste!” nachadzala v troch emailoch z miliéna.

Aka je pravdepodobnost, Ze nahodne vybraty email v ktorom je fraza “Vyhrali ste!” je SPAM?

Cvicenie 3.33. Nech A, B, C st nejaké udalosti a nech P(C) > 0. Ukéazte, ze plati

P(AN BC|C) = P(A|C) — P(AN B|C).

Cvicenie 3.34. Uvazujme test, ktory vobec nefunguje. To znamend, ze vysledok testu je
nezavisly od toho, ¢i je ¢lovek chory alebo nie. Ilustrujte tito situdciu na podobnom obrazku
ako je Obrazok 3.4.

Cvicenie 3.35. Pravdepodobnost, ze vyhrite na vyhernom automate, je 0.02.

Hréte 50 krat.
(a) Ak& je pravdepodobnost, ze vyhrate presne raz?
(b) Ak4 je pravdepodobnost, Ze vyhrédte aspon raz?

(c¢) Kolkokrat by ste museli hrat, aby pravdepodobnost, ze vyhrédte aspon raz, bola aspon
0.97
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4 Nahodna premenna

Doteraz sme si zadefinovali pravdepodobnostny priestor. Bola to trojica (2, &, P). Kym 2 bola
akakolvek neprazdna mnozina, F aj P museli splinat nejaké podmienky, napriklad P musela
byt spocitatelne aditivna.

Prvky v mnozine 2 mohli byt tplne akékolvek objekty, mohlo to byt ¢islo 5, mohol to byt
symbol w;, slovo “zemiak”, obrazok domceka alebo veta “na kocke padlo ¢islo 6”. Bolo to
¢okolvek, ¢o opisovalo to, ¢o mohlo nastaf.

Teraz sa ideme posuntf konceptudlne dalej. Nasou ambiciou bude kvantifikovat nahodnost este
podrobnejsie.

V mnohych situacidch je uzitocné nielen uvazovat, ¢i nejaka udalost nastane alebo nie.

¢ Kolko bude zajtra stupnov?
e Aka bude koncom roka cena ropy?
o Aky padne sicet ¢isiel na dvoch kockach?

Aj na tieto otazky je férova a tprimna odpoved: “Neviem.” Tieto otdzky totiz so sebou nest
nejaki neistotu. Odpoved “Neviem.” je pravdiva ale neuzitocna. Chceli by sme nejakym spo-
sobom kvantifikovat nahodnost, teda reprezentovat to, ¢o vieme o tychto otdzkach povedat.
Lebo nie je “ndhodne” ako “nahodne”, st rézne typy ndhodnosti. Ked hodim 10 krat mincou,
tak zhruba v polovici pripadov padne hlava, ale je to neisté. Ked hodim mincou 1000 krat,
proporcia padnutych hlav bude tiez okolo jednej polovice. Kazdopadne tej neistoty v tom bude
ovela menej. Kym pri desiatich hodoch padne 7 hldv hocikedy, tak pri tisic hodoch je 700 hlav
extrémne prekvapiva udalost.

Na to aby sme s nou vedeli pracovat, musime zaviest novy pojem - ndhodnéd premenna. Na-
hodna premennd premietne ti nasu velmi abstraktni mnozinu udalosti €2 na ¢iselni os. Toto
je ohromne uzitoc¢né. S ¢islami totiz vieme velmi Sikovne narabat. Vieme sa pytat, ¢i je nieco
vicsie alebo mensie, ¢isla vieme séitavat, ndsobit, delit, transformovat (aplikovat na ne fun-
kcie). Cely matematicky aparat, vsetko, ¢o vieme o funkcidch, limitédch, deriviciach, zrazu
vsetko toto budeme vediet pouzivat na to, aby sme spresnovali vyjadrenie ndhodnosti. Aby
sme vedeli kvalitnejsie odpovedat na otazky, na ktoré je odpoved “Neviem.” sice pravdiva ale
neuzitocna.

02



4.1 Co je to nahodna premenna.

Majme pravdepodobnostny priestor (2, F, P).

Funkciu X : © — R nazyvame nahodna premenna ak pre vsetky z € R plati
{we: X(w)<z}ed.

Toto je len technicky zapis toho, Ze nas pravdepodobnostny priestor musi maf dostatocne
bohatd mnozinu udalosti &, ktorym vie priradit pravdepodobnost. Takti bohatd, aby sme
vedeli priradif pravdepodobnost udalosti “ndhodna premenna X je mensia alebo rovna ako
!

Nahodnd premennd je uzitoény koncept, ked je vysledkom experimentu nejaké ¢islo. No a to je
velmi Casto. Teplota zajtra, cena ropy, sicet na dvoch kockach. Odteraz budeme pre mnozinu
{w € Q: X(w) < z} pouzivat skrateny zapis {X < z} a pre mnozinu {w € Q : X(w) € A}
takyto zapis {X € A}.

X:Q—R

B
WV

Obrazok 4.1: Nahodna premenna.

Priklad 4.1. Hadzeme férovou kockou. Ozna¢me Q = {1,2,3,4,5,6}, kde napr. 4 znaci, ze
na kocke padlo éislo 4. Nech & = 2 a nech P(4) = ‘%l. Oznac¢me pismenom X nahodnu
premennt, ktord bude oznacovat ¢islo, ktoré padne na kocke. Nahodna premennd X priradi
kazdému elementu k z Q redlne ¢islo nasledovne: X (k) = k. Mnozina {X < 2} = {w e Q :
X(w) <z} musi byt v F pre vSetky x € R. Napriklad

e (X< 2}=0€e7,
{X<05}=0€e 7,
(X <23} ={1,2} e 7,
« {(X<119}=Q€e 7.

'Pri diskrétnej mnozine 2 nam stacilo uvazovat F = 2. Nemali sme problém. Pri spojitej mnozine € toto
nejde. Vo vSeobecnosti plati, ze ¢im vécsia je F, tym podrobnejsia moéze byt nahodna premennad X. Viacej
sa tymto budeme zaoberat na pokrocilejsom kurze.
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Mnozina 2% je preto dostato¢ne “bohatd” na to, aby na nej bola tato funkcia X nahodnou
premennou.

Priklad 4.2. Znovu héddZeme férovou kockou. Oznacme Q = {1,2,3,4,5,6}, kde napr. 4 znadi,
ze na kocke padlo ¢islo 4. Nech mnozina udalosti * = {0,Q, {1,3,5},{2,4,6}} je tentokrat
“chudobnejsia” a nech P(A) = ‘—2‘. Oznac¢me pismenom Y funkciu, ktorej hodnota bude 1, ak
bude ¢islo parne a 0 ak bude nepérne.

Mnozina {Y <y} = {w € Q: Y(w) < y} musi byt v F* pre vSetky y € R. Napriklad

e (Y <2} =0eT,

« {Y <05} ={1,3,5} € F~,
« {Y<23}=0Q€e 5,

e (Y <119} =Q€ 7~

Takze aj v tomto pripade je mensia F* stale dostatocne bohatd na to, aby na nej bola tato
funkcia Y ndhodnou premennou. Je vsak funkcia X z predoslého prikladu ndhodnou premennou

aj na (Q,7%) 7

Nie je. Mnozina {X < 2.3} = {1,2} ¢ F* a preto nespliia definiciu ndhodnej premennej. V
definicii sme zvolili z = 2.3.

Poucenie: kym mnozina udalosti F bola dost velka, pri F* uz nevieme priradovat pravde-

podobnosti hocijakym otdzkam. Napriklad na to, aby sme vedeli priradif pravdepodobnost

udalosti “Padne na kocke ¢islo mensie ako 2.37” potrebujem, aby mnozina {1,2} bola tiez

udalostou. Ale to pri F* nie je. Mnozina udalosti * totiz vie jedine rozliSovat, ¢i padne parne

{2,4,6} € F* alebo neparne ¢islo {1,3,5} € F*. Ndhodnej premennej Y to ale nevadi, lebo
[43

ona “zlepi” hodnoty 1, 3 aj 5 do hodnoty 0, lebo vSetky tieto hodnoty st pre nu rovnako
neparne.

Priklad 4.3. Hidzeme dvoma férovymi kockami. Ozna¢me 2 = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5),(1,6),(2,1),(2,:
kde napr. (3,2) znaci, ze na prvej kocke padlo ¢islo 3 a na druhej kocke padlo ¢islo 2. Nech
F =22 anech P(A) = %. Oznacme pismenom X ndhodni premennt, ktord bude oznacovat

stucet dvoch cisiel, ktoré padni na kockach. Nahodna premenna X priradi kazdému elementu
(kq, ko) z Q reédlne ¢islo nasledovne: X ((ky,ks)) = ky + kso.

4.2 Kumulativna distribuéna funkcia

Na charakterizaciu ndhodnej premennej budeme pouzivat kumulativnu distribuc¢na fun-
kciu. Distribu¢né funkcia ndhodnej premennej X je funkcia Fy : R — R, ktord je definovana
nasledovne:
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Uz z tejto definicie mame niektoré jej vlastnosti

o F je neklesajuca funkcia,

o Fy je sprava spojita,

Fy(x) € [0,1],

o lim Fy(z)=0alim, ,  Fy(z)=1.

T——00

Dalsie vlastnosti kumulativnej distribu¢nej funkcie st nasledovné:?

o P(X € (a,b]) = Fx(b) — Fx(a),

o P(X € (a,b)) =lim, - Fy(r) — Fx(a),

® P(X € [a’7 b)) = limzﬁb* FX(m) - hmwﬂa FX<:U)7
o P(X €[a,b]) = Fx(b) —lim, ,, Fx(z),

e P(X<a)=1lim,,, Fx(x),

o P(X >a)=1—Fx(a),

o P(X =a)=Fx(a)—lim, ,, Fx(z).

Tieto vlastnosti ndm ukazuji, ze pomocou kumulativnej distribu¢nej funkcie vieme vyjadrit
pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premennd nabobudne hodnotu v akomkolvek intervale.
Pripomenme, Ze napriklad P(X € [a, b)) je len skrateny zapis pre pravdepodobnost nasledovne;
mnoziny P ({w e Q:a < X(w) <b}).

Rovnosti

Zamyslite sa, ¢i viete dané rovnosti formalne odvodit s vyuzitim vlastnosti pravdepodob-
nosti.

Kumulativna distribu¢nd funkcia poskytuje kompletnd informéciu o pravdepodobnostnom
spravani ndhodnej premenej. Inymi slovami, iplne popisuje typ ndhodnosti.

Priklad 4.4. HadZeme férovou kockou a mame ndhodnu premennu ¢islo, ktoré padlo na kocke
X a identifikdtorovi premenni Y ¢&i padlo parne ¢islo ako v Priklad 4.1 a Priklad 4.2.

2Na, dokaz je potrebnd veta o spojitosti pravdepodobnosti, ktor hovori, Ze pre postupnost udalosti, pre ktort
plati A, C A, ., mame, ze
lim P(A,)=P((U>,4,).

n—o00
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Kumulativna distribu.n& funkcia: hod jednou kockou
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Kumulativna distribu.n& funkcia: parne/neparne .islo
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Priklad 4.5. HidZzeme dvoma férovymi kockami a méme ndhodnu premenni sucet dvoch
kociek X ako v priklade @ref(exm:dvekocky).
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Kumulativna distribu.na funkcia: hod dvomi kockami
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Priklad 4.6. Predpokladajme, ze ndhodna premennd X reprezentuje 1Q v populdcii, jej ku-
mulativna distribu¢na funkcia moéze vyzerat napriklad takto:

Kumulativna distribu.n& funkcia: 1Q v populacii
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Priklad 4.7. HidZeme sedemnastimi férovymi kockami a mame nahodni premenni stcet
sedemnastich kociek X ako v priklade @ref(exm:dvekocky), kde boli len dve.



Kumulativna distribu.na funkcia: hod sedemnastimi kockami
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Priklad 4.8. Vyska muZov (modrou) a zien (éervenou), v populécii kde je 60% zien. Celkova
kumulativna distribu¢né funkcia pre muzov a zeny spolu je ¢iernou.

Kumulativna distribu.n& funkcia: vy.ka
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Priklad 4.9. Uvazujme vysky z predchadzajtceho prikladu. Majte nasledovnii stitaz. Clovek
hodi mincou: ak padne hlava (M = 1), tak vyhra cenu vo vyske (v eurdch) svojej vysky v cm
H. Ak padne znak (M = 0), tak nevyhra ni¢. Vyhra je teda V = H - M.
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Kumulativna distribu.na funkcia: vyhra
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4.3 Zhrnutie

Nahodna premenna je nastroj, ktory nam umoznuje dostat abstraktny pravdepodobnostny
priestor na realnu os a pocitat s ndhodnostou. Jednym zo sposobov ako ju tplne popisat je
kumulativna distribu¢na funkcia.

4.4 Co bude nasledovat

Teraz sme si zadefinovali novy pojem - ndhodnt premennt. Zaroven tiez nastroj na popis
nahodnosti - kumulativnu distribu¢ni funkciu F'. Teraz sa budeme velmi podrobne venovat
dvom rodindm ndhodnych premennych. Diskrétnym a Spojitym. Obe vieme popisat pomocou
F' ale iné nastroje na popis ndhodnosti st iné. V ramci tychto rodin budeme mat este druhy
nahodnych premennych. Su totiz dostatocne zaujimavé na to, aby sme ich nejak pomenovali.
Zasluzia si to. Budeme skumat vlastnosti tychto druhov/typov ndhodnych premennych, ako
aj ich vyuzitie v aplikdcidch (na toto nie ste zvyknuti, Ze).

Diskrétne nahodné premenné
Nadobiidaji len konec¢ne alebo nanajvys spocitatelne vela hodnoét.

Priklady

e pocet dopravnych nehod
e pocet hlav pri 10 hodov mincou
e pocet prijatych emailov za jeden den

99



e pocet vyrobenych siciastok
¢ rozdiel medzi po¢tom tspechov a netuspechov

e rovnomerné rozdelenie,

¢ Bernoulliho rozdelenie,

¢ binomické rozdelenie,

¢ Poissonovo rozdelenie,

o geometrické rozdelenie,

¢ hypergeometrické rozdelenie,

e mnegativne binomické rozdelenie.

Spojité nahodné premenné
Nadobiidaji nespocitatelne vela hodnot.

Priklady

o teplota,

o nadmorska vyska,

e cas, kym nenastane dalsia nehoda,
¢ Sirka slonieho ucha.

e rovnomerné rozdelenie,

¢ normaélne rozdelenie,

¢ binomické rozdelenie,

e exponenciilne rozdelenie,
e chi-kvadrat rozdelenie,

¢ Studentovo rozdelenie.

4.5 Cvicenia

Cvicenie 4.1. Podrobne vysvetlite, ¢o je chybné na nasledovnych oznaceniach/tvrdeniach:

e Fy(0.5)=1.3,

e Fy(0.5) = —m/3,

® FX<8) = 09,

o Fx(8)- Fy(2) = 16,

® hmm—)Q FX(J:) = 00,

e Fy({Z € (—o0,3]}) = 05,
. Fy(A) = P({Y € A}),
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Cvicenie 4.2. Majme nahodnt premennt M, ktora nadobtda hodnoty 1,2, 3, ... s pravdepo-

dobnostami P(M =m) = 5.

e Najdite kumulativnu distribu¢nt funkciu M,

e Vypocitajte P(3< M < 7),
o Vypocitajte P(M > 3).

Cvicenie 4.3. Nie kazdy sa moze stat kozmonautom alebo pilotom a podobne nie kazda
funkcia z R — [0, 1] m6ze byt korektnou kumulativnou distribu¢nou funkciou.

Overte, ¢i tieto nasledujice funkcie mézu byt kumulativnou distribu¢nou funkciou.

1—-477, akz >0,
0, ak z < 0.
0 pre = < a,

o F(zx)=422% prez € a,b),

b—a

1 pre x > b,

. F(;p):

« Flo) = 5=,

- Flh) ="

e F(k)= Zf;l exp (“1;}“1) ,
« F(b) =250 &

Cvicenie 4.4. Uvazujme hddzanie jednou kockou. Nech @ = {1,2,3,4,5,6} a nech & =
{Q,0,{1},{2,3,4,5,6}}. Zostrojte dve funkcie X; : @ = R a X, : Q — R také, ze

e X, je ndhodné premenn4,
o X, nie je ndhodné premenna.

Cvicenie 4.5. Uvazujme nahodnt premennt Y ktora nadobtda hodnoty 0, 1,2, 3 s pravdepo-
dobnostami 0.5,0.25,0.125,0.125. Zobrazte jej kumulativnu distribu¢na funkciu.

Cvicenie 4.6. Nacrtnite dve rézne kumulativne distribu¢né funkcie Fy, Fy- (pre nahodné
premenné X a Y) pre ktoré plati F'x(120) = Fy(120) = 0.5, Fix(140) > Fy(140) a Fx(90) <
Fy-(90).

Nagdrtnite, ako by vyzerala kumulativna distribuénd S = ZX + (1 — Z)Y, kde ndhodnd pre-
menné Z mé nasledovni kumulativnu distribuént funkeciu:

61



Kumulativna distribu.na funkcia Z
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Cvicenie 4.7. Na Univerzite je 60% Zien a 40% muzov. Ndhodne vybraty student /ka odpovedd
na dotaznik. Dotaznik pre muzov ma 20 otézok, dotaznik pre zeny ma 25 otdzok. Nech X
oznacuje pocet opytanych otdzok pre ndhodne zvoleného ¢loveka. Urcite P(X < x) pre vsetky
xz eR.

Cvidenie 4.8. Nech X je &islo, ktoré padne na vrchu férovej kocky. Nech Y = X3 + 1 a
Z = VX. Uréite

o P(Y =y) pre vsetky redlne ¢isla y € R,
( z) pre vSetky redlne ¢isla z € R,
(
(

aelaciiae

7 =

Y Z = x) pre vSetky redlne ¢isla x € R,
. Y + Z = v) pre vsetky redlne ¢isla v € R.
Cvicenie 4.9. Oznacme c¢islo, ktoré padne na falosnej kocke, na ktorej padd 6ka dvakrat tak
casto ako iné ¢isla, ako X. Zobrazte kumulativnu distribu¢ni funkciu ndhodnej premennej X.

@ Niektoré rieSenia
Cvicenie 4.1

5) = 1.3, - pravdepodobnost neméze byt véicsia ako 1
5) = —7r/ 3, - pravdepodobnost nemoze byt mensia ako 0
8) = - pravdepodobnost nemoéze byt vicsia ako 1
8) - Fy( ) = 16, - st¢in dvoch pravdepodobnosti nemoze byt viac ako 1
. hmm _o Fx(x) = oo, - pravdepodobnost nemdze byt vicsia ako 1
o F,({Z € (—0,3]}) = 0.5, - F; je zobrazenim z mnoziny realnych ¢isel R.

i ;j;j;j

(0.
(0.
(
Fx(
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o Fy(A)=P({Y € A}), - je zobrazenim z mnoziny redlnych ¢isel R.
e 2 =5, - Q musi byt mnozinou
o T =29 =32 -29je skrateny zapis pre vietky podmnoziny Q, nie je to &slo.

Cvicenie 4.2

. FM(n):P(Mgac):ZZZ1 o0, pre n € N
7 3
e PB<M<T) =Fy(l)—FyB) =X -3  sm=m+m+tk+tm
1

e« P(IM>3)=1-PM<2)=1—%—5 =1

Cvicenie 4.3
Prvé styri OK, posledné dve nespliiaji lim, ,  Fy(z) = 1.
Cvicenie 4.4
Podobny priklad sme ukazali na prednaske podrobne.
Nech X;(1) =¢;, X;(2) = X;(3) = X;(4) = X,(5) = X,(6) = ¢y, kde ¢; # c5.
Bez straty na vseobecnosti nech ¢; < ¢,. Potom
0, itz <c
{fweQ: X(w) <z} =<{1}, ifxelc,c)
Q, ifx>cy
a vSetky tieto mnoziny patria do 7, takze X, je ndhodnou premennou na pravdepodob-
nostnom priestore (Q, F, P).
Nech X, (k) =k, pre k =1,2,3,4,5,6.
Potom, {w € @ : X(w) < 3.5} ={1,2,3} ¢ F a preto X, nie je ndhodnou premennou
na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P).

Cvicenie 4.5 i _ _ i _
Kumulativna distribu.né funkcia Y

© |
o
= |
VI
> <
a o 7
o |
o I ] I I I I
-1 0 1 2 3 4
y

Cvicenie 4.7
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Po.et otazok
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Cvicenie 4.9
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Neférova kocka
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4.6 Dalsie cvi€enia

Cvicenie 4.10. Majme pravdepodobnostny priestor, ktory modeluje to, ako méze dopadnut
futbalovy zapas, o ktorom vieme, Ze ziaden tim nedal viacej ako 3 goly:

e 0={3:0,3:1,3:2,0:3,1:3,2:3},

o« F, =29
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e 75 ={0,0,{3:0,3:1,3:2},{0:3,1:3,2:3}},
e Fy={0,0,{3:0},{3:1,3:2,0:3,1:3,2:3}},
. F,={Q,0).

Vymyslite:

o funkciu X : 2 — R, ktord je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti 5, ale nie je
ndhodnou premennou ak je priestor udalosti F o,

o funkciu Y : © — R, ktora je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti 7, aj ak je
priestor udalosti 7 5.

o funkciu Z : 2 — R, ktord je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti F;, ale nie je
ndhodnou premennou ak je priestor udalosti F,

o funkciu §: Q0 — R, ktord je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti 7, aj ak je je
priestor udalosti 75, aj ak je priestor udalosti 7 .

o funkciu 7' : Q — R, ktora je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti 7, aj ak je je
priestor udalosti 5, aj ak je priestor udalosti 5, aj ak je priestor udalosti 7 ,.

Svoje volby podrobne zdovodnite.

Cvicenie 4.11. Overte, ¢i nasledujtce funkcie mézu byt kumulativnou distribu¢nou funkciou.

0 pre x < 0,
o F(x)=142%/9 prex€|0,3],
1 pre x > 3,
0 pre z < a,
o F(x)=< 3% prezela,2b),
1 pre z > 2b,
« F(2) =t
1—-37" akz>0
. F(z)= TS
0 ak x <0,
k
¢ F(k>:%2i:1k%'

Cvicenie 4.12. Pre kumulativnu distribu¢nt funkciu z Priklad 4.7 zistite priblizné hodnoty
(staci odcitat z grafu) nasledovnych pravdepodobnosti

« P(X < 54),
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o« P (X < 17),
o« P(X >33),
e P(X €[27,64]).
Cvicenie 4.13. Pre kumulativnu distribu¢nt funkciu z Priklad 4.6 zistite priblizné hodnoty

(staci odcitat z grafu) nasledovnych pravdepodobnosti * Pravdepodobnost, ze ndhodne vybrany
clovek bude mat 1Q vicsie ako 130.

e Pravdepodobnost, Ze nahodne vybrany ¢lovek bude mat 1Q mensie ako 100.
o Pravdepodobnost, ze ndhodne vybrany ¢lovek bude mat 1Q v rozmedzi (80, 120).

o Pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrany ¢lovek bude mat IQ v rozmedzi [80, 120].

Cvicenie 4.14. Uvazujme F 4 = {Q,0,{3:0},{3:1,3:2,0:3,1:3,2:3}} z Cvicenie 4.10.
Kolko najviac funkénych hodnot a kolko najmenej funkénych hodn6t moze nadobudat funkcia
H : Q — R, ktoréd je ndhodnou premennou na (£, F5) 7
Cvicenie 4.15. Majme ndhodni premenni X na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P).
Kde Q = {w;, w,, ws,w,} a F = 2.
Doplnte:

o Pravdepodobnost je funkcia P : — [0, 1].

o N&ahodnd premennd X na pravdepodobnostnom priestore (2, #, P) je funkcia X : — R,
pre ktortu plati, ze {w € Q: X(w) <z} € , pre vsetky x €

¢ Kumulativna distribu¢na funkcia ndhodnej premennej X na pravdepodobnostnom pries-
tore (2, F, P) je funkcia F':  — [0,1].

Nehodiace sa preskrtnite a vysvetlite:

o wy € ) alebo wy C €,

o {wy} € Q alebo {wy} C Q,

o {wy} € F alebo {wy} C F,

o {wy,wy} € F alebo {wy,wy} ¢ F,
Cvicenie 4.16. Majme pravdepodobnostny priestor, ktory modeluje to, ako moéze dopadnit
tenisovy zapas, ktory sa hra na 3 vitazné sety:

e 0={3:0,3:1,3:2,0:3,1:3,2:3},
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o« F, =29

o Fo={0,0,{3:0,3:1,3:2},{0:3,1:3,2:3}}.

o F4={0,0,{3:0},{3:1,3:2,0:3,1:3,2:3}}.
Vymyslite:

o funkciu X : 2 — R, ktord je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti F;, ale nie je
ndhodnou premennou ak je priestor udalosti F o,

o funkciu Y : © — R, ktora je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti 7, aj ak je
priestor udalosti 7 5.

o funkciu Z : 2 — R, ktord je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti 7 4, ale nie je
ndhodnou premennou ak je priestor udalosti F,

o funkciu §: Q0 — R, ktord je ndhodnou premennou ak je priestor udalosti 7, aj ak je je
priestor udalosti 75, aj ak je je priestor udalosti 7 ;.

Svoje volby podrobne zdévodnite.
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5 Diskrétna nahodna premenna

Zatial sme si hovorili, Ze ¢o je to ndhodnd premennd. Je to spésob ako usporiadat/ocislovat
nahodnost tak, aby sa ndm s fiou potom vhodne pracovalo. Existuji rézne druhy/skupiny
nahodnych premennych:

e diskrétne nahodné premenné,
¢ spojité nahodné premenné,
o zmieSané ndhodné premenné (tymto sa venovat nebudeme).

Toto rozdelenie je na zaklade toho, aké hodnoty moézu tieto ndhodné premenné nadobtudat.
Delenie dava zmysel aj preto, Ze s tymito skupinami ndhodnych premennych sa pracuje o dost
inak. Prvym dvom skupindm sa budeme venovat osobitne. V ramci tejto kapitoly budeme
sktimat diskrétne ndhodné premenné s nasledovnymi pravdepodobnostnymi rozdeleniami:

e rovnomerné rozdelenie,

¢ Bernoulliho rozdelenie,

¢ binomické rozdelenie,

¢ Poissonovo rozdelenie,

o geometrické rozdelenie,

e hypergeometrické rozdelenie,

e negativne binomické rozdelenie.

Budn to také nahodné premenné, ktorych obor hodnét je konecnd alebo nanajvys spocitatelna
mnozina. Kazdé takéto rozdelenie je vhodné na modelovanie akychsi Specifickych situdcii.

5.1 Pravdepodobnostna funkcia diskrétnej nahodnej premennej

Vieme, ze kumulativna distribu¢nd funkcia pine charakterizuje pravdepodobnostné spravanie
nahodnej premennej. Je to funkcia a vieme ju zobrazif. V pripade diskrétnej ndhodnej pre-
mennej vSak vieme popisat pravdepodobnostné spravanie ndhodnej premennej aj alternativne.
Jednoducho tak, ze vy¢islime pravdepodobnosti P(X = x) pre vSetky moiné = € Sy, kde
Sy = {X(w) : w e Q}. Mnozina Sy je teda obor hodndt funkcie X, zahfna vsetky mozné
hodnoty, aké moéze funkcia X nadobidat. Pre diskrétnu ndhodnt premenni je Sy konecénd
alebo nanajvys spocitatelnd mnozina.

Funkciu py : §x — [0, 1] definovani nasledovne
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px(z) = P(X =2)
nazyvame pravdepodobnostna funkcia diskrétnej nahodnej premennej X.

Plati

Yy (o) =1

Funkcia p y (x) tiez kvantifikuje “vysku schodu” v bodoch nespojitosti kumlativnej distribucne;
funkcie diskrétnej ndhodnej premennej.

Priklad 5.1. Hadzeme férovou kockou. Ozna¢me Q2 = {1,2,3,4,5,6}, kde napr. 4 znaci, ze
na kocke padlo é&fslo 4. Nech & = 2 a nech P(A) = %. Ozna¢me pismenom X ndhodnu

premenni, ktord bude oznacovat ¢islo, ktoré padne na kocke. Nahodna premenna X priradi
kazdému elementu k € 2 redlne ¢islo nasledovne: X (k) = k.

Kumulativna distribu.n& funkcie  Pravdepodobnostna funkcia
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Priklad 5.2. Hadzeme dvoma férovymi kockami. Ozna¢me 2 = {(1,1), (1,2),(1,3), (1,4),(1,5),(1,6),(2,1), (2,
kde napr. (3,2) znaci, ze na prvej kocke padlo ¢islo 3 a na druhej kocke padlo ¢islo 2. Nech
F =22 anech P(A) = %. Ozna¢me pismenom X nahodnt premennt, ktord bude oznacovat
stucet dvoch ¢isiel, ktoré padni na kockach. Ndhodné premenna X priradi kazdému elementu

(ky,ky) z Q redlne cislo nasledovne: X ((kq, ky)) = ky + ks.
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Kumulativna distribu.n& funkcie  Pravdepodobnostna funkcia
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5.2 Charakteristiky diskrétnych nahodnych premennych

Niekedy je uzito¢né reprezentovat nejaky aspekt tohoto spravania jednym cislom. Okolo
akej hodnoty je toto rozdelenie centrované (strednd hodnota) a ako velmi je koncentro-
vané/roztylené (variancia/rozptyl).

5.2.1 Stredna hodnota

Stredna hodnota diskrétnej nahodnej premennej je zadefinovand ako

pokial plati Zwesx lz| - py () < 00.!

Ak pretransformujeme ndhodnt premenni Y = f(X), kde f: R — R, tak jej strednd hodnota
je

ElY] =E[f(X)] = Y f(=)-px(x).

€S i

!T{to podmienku potrebujeme na to, aby bola tato suma konvergentnd. V pripade, Ze S 5 je kone¢na mnoZina
je tato podmienka splnend vzdy. Pri nekonecnej spocitatelnej mnozine & vsak ¢iastocné siucty radu moézu
divergovaf.
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Priklad 5.3. Hadzeme férovou kockou. Nech X oznacuje ¢islo, ktoré padlo na kocke.

[§

EX]= Y eopyl@)= Y aopx@)=Y e

TES x z€{1,2,3,4,5,6} =1

=3.5.

=

Priklad 5.4. Hidzeme dvomi férovymi kockami. Nech X oznacuje sicet ¢isel na dvoch koc-
kéch.

EX] = Z T px(z) = Z z - px(7)
eS8y r€{2,3,+,12}
3 4 ) 6

1 2
- 2. I/ R - L i
36+3 36+ 36+5 36+6 36+7 36

+8 5+9 4+10 3+11 2+12 1—7
36 36 36 36 36

Stredna hodnota charakterizuje ndhodnti premenni jednym ¢islom. Je to vazeny priemer, kde
hodnoty st vahované prislichajicimi pravdepodobnostami. Fyzikalnou interpretaciou je ta-

zisko.

Priklad 5.5. HadZzeme neférovou mincou. Q = {H, Z},F = 2% a P({H}) = 0.8 = 1-P({Z}).
Nech X(H)=1a X(Z)=0.

E[X]=1-08+0-0.2=0.8.
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E[X] = 0.8

Obrazok 5.1: Ilustracia strednej hodnoty pre neférovii mincu. Strednd hodnota je ¢islo, kde

treba podlozit hojdacku tak, aby bola v rovnovahe.

Pre strednt hodnotu plati, ze je linedrna. Uvazujme dve ndhodné premenné X a Y a tretiu
nédhodnd premennt Z, pre ktort plati Z = aX +bY. Nahodné premenné Z nadobiida hodnoty
vSy,={ar+by:z €8x, ye Sy}

E[Z]

Zz-pz(z): Z (ax + by) - P(aX = ax NbY = by)

zES 5 €S x,YESy

Z ar-P(X=zNnY =y)+ Z by- P(X =2zNY =y)

TES x,YESy €S x,YESy
Z ar - P(X =) + Z by - P(Y =vy)
zeS YESy
a Z z - px(x)+0b Z Y- py(y)
TeES ¥ YESy

aE(X) + bE(Y).

Vyuzili sme, ze plati

PX=xznY=y)=> PX=z)=) PY=y),

TES x,YESy reSy YESy

lebo mnoziny {X =z} pre x € Sy a {Y =y} pre y € Sy tvoria rozklad mnoziny 2.

Q= UIESX{X = ﬂ?} = UyESY{Y = y}
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Pripomenme, ze {X = x} je len skrateny zapis pre mnozinu {w € Q: X(w) = z}.

7 tohoto priamo vyplyva aj

ElaX +b] = aE[X] + ],

nakolko mézeme uvazovat ndhodnt premennd Y = 1 ako konstantnu jednotku.

Obrazok 5.2: Ilustracia strednej hodnoty pre pocet tispechov z celkového poctu 10 nezavislych
pokusov, kde kazdy tspech ma pravdepodobnost 0.3.

5.2.2 Variancia (rozptyl)

Variancia diskrétnej ndhodnej premennej je zadefinovanda ako

Var[X] = E [(X — B[X])?].

Takze variancia nie je nic¢ iné ako strednd hodnota kvadratickych odchylok od strednej hodnoty,
teda E[Y], kde Y = (X — E[X])2.

7 definicie variancie mame priamo:
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TS
Naviac plati
Var[X] = E[X?-2X-E[X]+ (B[X])]
— E[X?] - 2E[X]-E[X] + (E[X])*
= E[X?— (B[X])",

kde sme vyuzili linearitu strednej hodnoty ndhodnej premenne;j.

Smerodajna odchylka nihodnej premennej je odmocnina z jej variancie

sd[X] = v/ Var[X].

Kym interpretacia strednej hodnoty bola, ze ide o tazisko, pri variancii alebo smerodajnej
odchylke je to o cosi zlozitejsie.

Priklad 5.6. Variancia a smerodajnd odchylka vysledku hodu neférovej mince.

E[X] = 0-02+41-0.8=0.8,
E[X?] = 02-0.2+12-0.8=0.8,
Var[X] = FE[X? — (E[X])?=0.8—0.82=0.16,
]

v/ Var[X] = v0.16 = 0.4.

Priklad 5.7. Uvazujme ndhodnii premennt Y o ktorej vieme, ze

p}’<1) = 0'37
pY(Q) = 0'57
Potom plati
E[Y] = 1:03+2-05+3-02=1.9,
E[Y?] = 12.03+42%2.05+3%-02=4.1,
Var[Y] = E[Y?]— (E[Y])? =4.1 —3.61 = 0.49.
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mozeme skontrolovat, ze vskutku plati

VarlY] = E[(Y —E[Y])’]
(1-1.92%-03+(2—1.9)%2-05+ (3—1.9)%-0.2
0.243 4 0.005 + 0.242

= 0.49.

Smerodajné odchylka je preto sd[Y] = /Var[Y] = 0.7.

Na tomto priklade si mozno vsimnut aj to, ze na jeho vypocet nepotrebujeme priamo pracovat
s pravdepodobnostnym priestorom.

5.3 Rovnomerné rozdelenie

Hovorime, ze diskrétna nahodna premennia X mé rovnomerné rozdelenie na hodnotach
1,2,3,-,m ak plati?

L ak ke {1,2,-,m}
k) = m’ ) & ’
px(k) {O, inak

Taktto ndhodni premenni oznacujeme ako X ~ Unif({1,2,---,m}),

Toto rozdelenie modeluje situacie, ked st vysledky experimentu prislichajice X = 1, X = 2
alebo X = k rovnako pravdepodobné. Inymi slovami, ked veci nastavaji “nadhodne” - v zmysle
nesystematicky. Argument symetrie je niekedy pouzity, a ak nie je povedané inak, tak pouzitim
slova “nahodne” sa potichu predpokladé, ze udalosti sii rovnako pravdepodobné.

Pre X s rovnomernym rozdelenim musime mat mnozinu &y konec¢nt, nakolko potrebujeme
aby platilo eré’x px(x).

Prikladov na toto rozdelenie sme videli uz viacero: hod férovou kockou alebo hod férovou
mincou.

Stredna hodnota a variancia pre takito ndhodnii premennt st

O | Imm+1) m+1
BlX] = Zl‘%_% 2 2
m?—1

k=1

VarlX] = =T

ZV&imnime si, Ze teraz budeme pouZivat k namiesto z, teda p y (k) namiesto p (). Zvykom je, Ze pismend
ako k,l, m,n sa pouzivaji na oznacenie prirodzenych cisel, zatial¢o x, y, z st pouzivané skor na oznacenie
readlnych cisel.
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5.4 Bernoulliho rozdelenie

Hovorime, ze diskrétna ndhodna premenna X mé Bernoulliho rozdelenie s parametrom p
ak plati

D, ak k=1,
px(k) =49 (1—p), akk=0,
0, inak.

To, ze ndhodna premennd mé takéto rozdelenie oznacujeme X ~ Bern(p).

Stredna hodnota a variancia pre takito nahodnt premennt st

E[X] = p-1+(1—p)-0=p,
Var[X] = p(1—p).

Bernoulliho rozdelenie modeluje vysledok hodu (potenciélne) neférovej mince. Ale nielen mince,
¢ohokolvek, ¢oho pravdepodobnost je nejaké fixné ¢islo.

Kumulativna distribu.n& funkcie  Pravdepodobnostna funkcia

—] .— —]
(o0] (o0]
o | o |
< | ~) _|
Vi 1
X < _ R
o o o o
o | o _|
© TT T T T T 1 © T T T T T 1
-1.0 00 10 20 0.0 0.4 0.8
X k

76



5.5 Binomické rozdelenie

Hovorime, ze diskrétna ndhodnd premennd X ma binomické rozdelenie s parametrami n a
p ak plati

px(k)=P(X =k) = {(Z)pk(l —p)"* ak ke {0,1,2,-,n}

0, inak.

Budeme to oznacovat X ~ Bin(n,p).

Strednéd hodnota a variancia pre takito nahodnd premenni si

BIX] = S K()pH1—p)t
k=0

n

= Y ok( ) —p)

k=1

Var[X] = - =np(l—p).

Priklad 5.8. Majme nahodnd premennt X, ktord je rozdelend binomicky s parametrami
n=>5a p = 0.5. Vypocitajte P(X < 2).

5 5
P(X<2)=P(X=0)+P(X =1) = (0)0.500.55+ (1)0.510.54 = 0.03125+0.15625 = 18.75%

Aké situacie su typicky modelované binomickymi rozdelenim? Musime mat
o isty fizny pocet pokusov

¢ ktoré maju rovnaky pravdepodobnost “uspechu” alebo “netspechu”,
o ktoré sd nezavislé.
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Je dolezité poznamenat, ze ide o zjednodusenie, ktorého ambiciou je byt uzito¢né ale nie byt
pravdou. Skoro ziadne pravdepodobmnosti v realnom svete nebudi Uplne presne rovnaké a
udalosti iplne nezavislé. Binomické rozdelenie je uzitocna zjednodusenina, ktorda nam pomaéaha
kvantifikovat ndhodnost spojent s takymito experimentami v myslienkovom experimente, kde
tieto predpoklady st splnené presne.

Tu je nejakd skupina situacii, ktoré st mézu modelované binomickym rozdelenim:

Aka je rozdelenie poctu pokazenych suciastok z celkového poctu 50 kusov? Chybovost je
rovnakd pre vSetky siciastky a tie sa navzdjom neovplyvnuju.

Aka je rozdelenie poctu chorych Tudi zo vzorky 100 Iudi? Pravdepodobnost ochorenie je
pre kazdého rovnakd a Iudia navzajom neinteraguju.

AKka je rozdelenie poc¢tu hlav z celkového poctu 10 nezavislych hodov mincou? Minca je
stale ta ista.

AKké je rozdelenie poc¢tu uhddnutych otdzok na teste? Pravdepodobnost uhddnutia kazdej
otazky je rovnaka.

AKk4 je rozdelenie poctu vylie¢enych pacientov zo vzorky velkosti 337 Pravdepodobnost
vyliec¢enia je rovnaka a nezavisld od vyliecenia inych pacientov.

Aké je rozdelenie poc¢tu volicov pre konkrétneho/nu kandidata/tku v danom volebnom
okrsku? Vzorka voli¢ov je homogénna.

Aké je rozdelenie poc¢tu zien medzi 30 ndhodne vybranymi ucitelmi/kami na strednej
skole?

V danej vekovej skupine ma 10% pacientov neziadtce t¢inky po podani liecby. Aké je
rozdelenie poc¢tu hlaseni pri vzorke 80 pacientov?

Aké je rozdelenie poctu SPAMovych emailov z celkového poctu 100 emailov? Kazdy email
pocas dna mé rovnaku pravdepodobnost, ze bude SPAMom.

Aké je rozdelenie poc¢tu vratenych kusov tovaru z celkového poctu 234 kusov pre inter-
netovy obchod ak je odpozorované, ze zdkaznici vracaji tovar s pravdepodobnostou 3%.
Uvazujeme, ze pravdepodobnost vratenia nesuvisi s tym o aky tovar sa jedna a vratenie
jedného kusu tovaru neovplyvni vratenie iného.
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Kumulativna distribu.na funkcie  Pravdepodobnostna funkcia
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5.6 Poissonovo rozdelenie

Hovorime, ze diskrétna nahodna premenna X méa Poissonovo rozdelenie s parametrom
ak plati

Afe
kke{0,1,2-)
B =P(X =k =4 & 2 4
px(h) =PX=F) {0, inak.

Zapisujeme to ako X ~ Pois(\).

Stredna hodnota pre Poissoovsky rozdelent ndhodnd premennu je

E[X] = ik -

Var[X] = - =
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Priklad 5.9. Majme ndhodnt premennu X, ktora je rozdelend Poissonovsky s parametrom
A = 4. Vypoéitajte P(X =1).

fle—4

T ~ 7.326%.

P(X =1)

Na to aby bola nejaka situécia, kde pocéitame kolko udalosti nastalo, dobre modelovana Pois-
sonovym rozdelenim, musia platif tieto skutocnosti:

e Hovorime o pocte nejakych udalosti, veci v danom case, priestore, ploche.
o Skutocnost, ze nastane jedna udalost neovplyvni nastatie tej dalsej.

o Udalosti nastdvaju s rovnakou frekvenciou.

o Dve udalosti nemo6zu nastat v ten isty ¢as, tom istom mieste, ploche.?

Kumulativna distribu.n& funkcie ~ Pravdepodobnostna funkcia
Pois(3) Pois(3)

0.8
0.20
I

P(X <x)
0.4
P(X =k)
0.10

|

0.0

I I
0.00

I I

Nasledovné situacie mozu byt modelované Poissonovym rozdelenim:

e Pocet dopravnych nehod.

e Pocet vzacnych druhov rakoviny.

e Pocet navstevnikov obchodu.

e Pocet zemetraseni.

o Pocet rastlinnych druhov na nejakom tseku zeme.

e Pocet vyziarenych castic z radioaktivneho zdroja.

o Pocet zraneni sposobenych kopnutim kona pocas roka.
e Pocet narodenych deti v dany den.

3N4hodny proces, ktory modeluje takéto udalosti sa nazyva Poissonov proces a je délezitym matematickym
nastrojom v poistovnictve. Budeme sa o nom dopodrobna ucit neskor.
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e Pocet medvedov, ktoré stretneme v dany rok.
Nasledujici obrazok porovnava Poissonovsky rozdelené nahodné premenné pre rézne para-
metre.

Pravdepodobnostna funkcia  Pravdepodobnostna funkcia
Pois(2) Pois(6)

0.10
I

P(X=K)
P(X=K)

I I I I
0 5 10 15 0 5 10 15

0.00 0.10 0.20
I

0.00

Kk Kk

Poissonovské rozdelenie Pois(\) velmi dobre aproximuje binomické Bin(n,p) kde priemerna
hodnota A = np a n — oo a stcasne p — 0. Nasledujici obrédzok porovnéava rozdelenia
Bin(1000,0.003) a Pois(3). St na nerozoznanie.

Pravdepodobnostna funkcia  Pravdepodobnostna funkcia

Bin(1000,0.003) Pois(3)
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Toto nam zaroven aj pomaha odpovedat na otazku, kedy je Poissonovské rozdelenie adekvatne.
Napriklad vtedy, ked je binomicky model adekvatny ale pocet pokusov je velky a pravdepo-
dobnost mald. Aka je pravdepodobnost, Ze najblizsiu sekundu pride niekto na moj webovsky
server? Mal4 (p je malé &slo). Ale na druhej strane tych sektnd je vela (n je velké ¢islo).*

5.7 Geometrické rozdelenie

Hovorime, Ze diskrétna nahodnd premennd X mé geometrické rozdelenie s parametrom p
ak plati

(1 _p>kp7 ak k € {07 1727}
px(k) = .
0, inak.

V tomto pripade pouzivame nasledovné znacenie X ~ Geom(p).

Priklad 5.10. Majme ndhodnt premennt X, ktord je rozdelend geometricky s parametrom
p = 0.1. Vypocitajte P(X = 10). (Teda, ze “Uspech” nastane v 11. pokuse)

P(X =10) = (1—p)% = 0.9'00.1 ~ 3.48%.

Priklad 5.11. Majme ndhodnt premennt X, ktord je rozdelena geometricky s parametrom
p = 0.3. Vypocitajte P(X < 4).

P(X<4) = PX=0+PX=1)+PX=2)+P(X=3)
0.7°0.3 4+ 0.710.3 + 0.720.3 + 0.730.3
= 0.34+0.21 +0.147 + 0.1029 =~ 75.99%.

Geometrické rozdelenie je vhodné na modelovanie situdcii, kedy ¢akdme na prvy uspech, ktory
prichadza v kazdom kroku s pravdepodobnostou p. Nahodna premennd hovori o pocte nets-
pechov, kym nenastane prvy tspech.

4Binomické rozdelenie pri velkom poéte pokusov mé aj t nevyhodu, Ze sa tazsie vycisluje numericky. Pre
X ~ Bin(1000, 0.001) vypocitat napriklad p(20) = (1280>0.001200.999980 nie je jednoduché, lebo spolu
nasobime obrovské aj malické cisla.
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Stredna hodnota a variancia pre geometricky rozdeleni ndhodnti premenni s parametrom p
st

EX] = > k1—p)p
k=0
= p)y k(1—p)*
k=0
1-p
p b
I—p
Var[X] = - = 2

Co musi byt splnené aby pocet netispechov, kym nastane prvy tspech bol adekvéatne popisany
geometrickym rozdelenim?

¢ jednotlivé pokusy musia byt nezavislé,
e jednotlivé pokusy musia mat rovnaka a fixni pravdepodobnost tispechu.

Kumulativna distribu.n& funkcie  Pravdepodobnostna funkcia
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Nasledovné situdcie moézu byt modelované (ich adekvatnost zdlezi od konkrétneho prikladu)
geometrickym rozdelenim:

e Pocet Tudi, ktorych sa musim opytat otdazku, kym nenarazim na niekoho, kto bude vediet
odpovedat.

e Pocet striel na branu kym nepadne gél.

o Pocet zédkaznikov, kym nepride nejaky, ktory sa bude stazovat.

e Pocet vyrobenych siciastok, kym nenastane chyba.
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e Pocet opravenych testov, kym niektory student dostane A.
e Pocet rizikovych startupov do ktorych treba investovat, kym nejaky z nich bude tspesny.
o Pocet talentov, ktoré musi hladac talentov vyskusat, kym nendjde superhviezdu.

Tento obrazok porovnava geometricky rozdelené ndhodné premenné pre rozne parametre.

Pravdepodobnostna funkcia  Pravdepodobnostna funkcia

Geom(0.25) Geom(0.75)
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5.8 Hypergeometrické rozdelenie

Hovorime, zZe diskrétna ndhodna premennd X mé hypergeometrické rozdelenie s paramet-
rami NV, K a n ak plati

M a max n — e . mini{n
px(k>:{ oy akk € fmax{0n+ K= N} min{n, K
0, inak.

Oznacovat ju budeme ako X ~ HyperGeom(N, K, n)

Strednd hodnota pre hypergeometricky rozdeleni ndhodni premennt (dévodenie vynechd-
vame) je

min{n,K} <K> (N—K) K

EIX] —  k/\n-k) _ "

[ ] kmax{(]z,n:#»KN} (I'r\bl) nN
Var[X] = :n%¥%
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Vo velkom vreci mame N gul6cok, z toho K cervenych. Nacrieme rukou a vyberieme hrst o
velkosti n guliciek. Aka je Sanca, ze spomedzi tychto n gulic¢iek je prave k c¢ervenych?

N:8 +22:30

Obréazok 5.3: Ilustracia hypergeometrickej distribucie.

Dévodenie pre tvar py (k) je nasledovné. Existuje prave (17\[ ) roznych sposobov ako vybrat hrst
velkosti n z celkovej mnoziny N guliciek, takze to je celkovy pocet hrsti. Kolko je “tspesnych”
hrsti? No existuje ( k) moznosti ako vybrat cervené gulicky a zaroven (preto je to sic¢in) (Ari 72{ )
moznosti ako vybrat modré gulicky.

Priklad 5.12. Majme ndhodnii premenni X, ktora je rozdelena hypergeometricky s paramet-
rami N = 30, K = 8,n = 5. Vypocitajte P(X = 3).
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Kumulativna distribu.na funkcie  Pravdepodobnostna funkcia
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Hypergeometrické rozdelenie moze vhodne modelovat napriklad nasledovné situécie:

o Kolko je zien medzi ndhodne vybranymi 10 ludmi ako je v danom okrsku 100 muzov a
200 zien?

e Vieme, ze medzi 200 stéiastkami je 10 chybnych. Kolko chybnych bude z ndhodnej vy-
branej vzorky 20 siciastok?

e 7 25 uchadzacov (10 so skisenostami, 15 bez skiisenosti) o pracu vybert 4. Ak4 je Sanca,
ze medzi ndhodne vybranymi 4 kandidatmi budt prave dvaja so skdsenostami?

Nizsie st pravdepodobnostné funkcie pre rézne hodnoty N.
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Pravdepodobnostna funkcia  Pravdepodobnostna funkcia
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5.9 Negativne binomické rozdelenie

Hovorime, ze diskrétna ndhodna premenna X mé negativne binomické rozdelenie s para-
metrami r a p ak plati

px(k) =

("IN =ppr, ak ke {0,1,2,3,}
0, inak.

Oznacovat ju budeme ako X ~ NegBin(r,p)

Strednd hodnota a variancia pre negativne binomicky rozdelentt nahodni premennii (dévodenie
vynechdvame) st

E[X] = ik(k+izl)(1—p)’“p7"=-~=<1_p>7ﬂ,
k=0 " P
Var[X] = :(1;2]))7’

Takato ndhodné premennd popisuje pocet neispechov, kym nenastane r-ty tspech.
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Priklad 5.13. Majme ndhodnt premenni X, ktord je rozdelend negativne binomicky s pa-
rametrami r = 4 a p = 0.6. Vypocitajte P(X = 3). (Toto zodpovedd 3 netispechom, kym
nenastanu 4 tspechy, takze 4. ispech nastane pri 7. pokuse.)

E+r—1
P(X=3) = (" )a-p
3+4—1
= ( 1—1 )(1—0.6)%0.6* ~ 16.59%.

Kumulativna distribu.n& funkcie  Pravdepodobnostna funkcia
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Tieto situacie moézu byt popisané negativne binomickym rozdelenim:

e Stroj zvlddne 10 zlyhani. Ako dlho bude bezat ak je pravdepodobnost zlyhania na jednu
¢asovu jednotku p?

« Ropné spoloénost ma prostriedky na 5 vyskumnych vrtov. Uspesnost kazdého vrtu je
15%. AK4 je Sanca, ze prvykrat narazi na ropu pri Stvrtom vrte?

Nizsie st pravdepodobnostné funkcie pre rdézne parametre p:
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Pravdepodobnostna funkcia  Pravdepodobnostna funkcia
NegBin(4,0.5) NegBin(4,0.7)
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5.10 Zhrnutie

Existuju rozne diskrétne ndhodné premenné. Niektoré skupiny ndhodych premennych si na-
tolko zaujimavé, ze maju aj svoje Specidlne mend.

5.11 Cvicenia

Cvicenie 5.1. Ukazte, ze nemoze existovat taka konstanta ¢ € R, ze by nasledovné funkcia
popisovala pravdepodobnostni funkciu ndhodnej premennej X:

¢ akke{l,2,}
k — k-? ) )

px(k) {0, inak.

Cvicenie 5.2. Vypocitajte varianciu diskrétnej rovnomerne rozdelenej ndhodnej premennej.

Cvicenie 5.3. Majme ndhodnt premenni X, ktord je rozdelena binomicky s parametrami
n =10 a p = 0.25. Vypocitajte P(X < 4).

Cvicenie 5.4. Majme ndhodnt premennd X, ktord je rozdelena binomicky s parametrami
n =8 a p = 0.8. Vypocitajte P(X > 6).

Cvicenie 5.5. Raketovy modul méa 6 tesneni. Kazdé z nich moze zlyhat s pravdepodobnostou
0.01. Ak& je pravdepodobnost, Ze zlyha nie viacej ako jedno tesnenie ?
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Cvicenie 5.6. Na prejdenie desatotazkového testu s moznostami A, B, C, D, kde préve jedna
odpoved je spravna, treba spravne odpovedat na aspon 5 otdzok. Aka je Sanca, Ze to Student
zvladne bez ucenia?

Cvicenie 5.7. Na prejdenie desatotazkového testu s moznostami A, B, C, D, kde prave jedna
odpoved je spravna, treba spravne odpovedat na aspon 5 otazok. Na prvych 5 otazok vie
Student odpovedat spravne s pravdepodobnostou 80%, druhych pat sa tyka latky, ktort nikdy
nevidel. Ak& je Sanca, Ze tento Student zvlddne tento test?

Cvicenie 5.8. Majme nahodnti premennt X, ktora je rozdelena Poissonovsky s parametrom
A = 8. Vypocitajte P(X = 2).

Cvicenie 5.9. Pocet rastlinnych druhov na exotickom ostrove je modelovany Pois(10) na
kazdych 1m?2. Ak4 je pravdepodobnost, ze na nahodne zvolenom metri $tvorcovom najdeme
viacej ako 12 ale menej ako 15 réznych rastlinnych druhov?

Cvicenie 5.10. Majme ndhodnu premennd X, ktord je rozdelend geometricky s parametrom
p = 0.8. Vypocitajte P(X > 5).

Cvicenie 5.11. Majme ndhodnil premennt X, ktord je rozdelend geometricky s parametrom
p = 0.2. Vypocitajte P(X < 3).

Cvicenie 5.12. Majme ndhodnu premenni X, ktora je rozdelend hypergeometricky s para-
metrami N = 10, K = 6,n = 5. Vypocitajte P(X = 3).

Cvicenie 5.13. Majme ndhodni premennt X, ktord je rozdelend hypergeometricky s para-
metrami N = 12, K = 5,n = 5. Vypocitajte P(X = 3).

Zdodvodnite, preco sa Bin(n, p) rozdelend ndhodna premennd sprava podobne ako Pois(\), pre
n — 0o a p — 0 a sicasne A = np.

Cvicenie 5.14. Ak je Sanca katastrofy kazdych sto rokov rovna 1/6, aka je pravdepodobnost,
ze nejaka katastrofa nastane pocas nasledujicich 500 rokov?

Cvicenie 5.15. Vypocitajte hodnotu

n

> i -0()pa-pn.

=2 J
Cvicenie 5.16. Aké je pravdepodobnostné rozdelenie poc¢tu uhddnutych otédzok na ABCD

teste z celkového poctu 10 otazok, ak vieme, ze z prvych dvoch otdzok otdzok bola spravne
zodpovedand prave jedna otazka?
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Cvicenie 5.17. V klinickom sktsani mame dve skupiny po 10 pacientov. V prvej skupine
je pravdepodobnost tspesnosti liecby 0.5, v druhej skupine je to 0.7. Uvazujme, ze vysledky
vSetkych pacientov si od seba nezavislé. Aka je pravdepodobnost, Ze v prvej skupine bude
aspon tolko uspesne vylieCenych ako a v druhej skupine?

Cvicenie 5.18. Presné testy st drahé. Uvazujme nasledujicu situdciu. Mame 1000 Tudi, kto-
rych potrebujeme otestovat. Pravdepodobnost pozititivneho testu nech je 0.01. Namiesto toho,
aby sme otestovali kazdého c¢loveka osobitne. Tak spojime odberové vzorky do 10 skupin po
100. Ak bude v nejakej skupine detekovana pozitivita, tak pretestujeme vsetkych 100 Tudi v
tejto skupine.

¢ Kolko testov v priemere urobime?
e Ak4 je pravdepodobnost, Ze tymto spésobom urobime viacej testov ako 10007

Cvicenie 5.19. Nech je pravdepodobnost narodenia trojic¢iek 1/10000. Aka je pravdepodob-
nost, ze z 8000 pérodov sa narodia trojicky prave jedenkrat?

Cvicenie 5.20. Letecka prepravna spolocnost predava 200 listkov napriek tomu, ze v lietadle
je len 198 miest nakolko v priemere 3% ITudi nepridu. Toto je beznou praxou a nazyva sa to
overbooking. Aka je pravdepodobnost, Ze si vSetci pasazieri budi mat kde v lietadle sadnat?

Cvicenie 5.21. Nech je v populécii 0.1% Tudi farboslepych. Aké je Sanca, ze v ndhodnej
vzorke 800 Tudi nebude viacej ako jeden c¢lovek farboslepy?

Cvicenie 5.22. V baliku je 37 gumenych zizal. Z nich 13 st kyslé gumené zizaly a 24 st
nekyslé gumené zizaly. Aka je Sanca, ze ndhodne vybrata hrst velkosti 8 zizal bude mat préave
3 kyslé gumené zizaly.

Cvicenie 5.23. Uvazujme boxera, ktory potrebuje 4 vitazné tidery na to, aby knockoutoval
supera. Sam vsak znesie uderov 6, siedmy uz nie. Je o Cosi lepsi ako jeho super a Sanca, Ze
dand vymena skonc¢i v jeho prospech je 0.53. Ak4 je Sanca, Ze zapas skonéi v jeho prospech?

Cvicenie 5.24. Chyba pri kazdom produkénom cykle stroja je 0.015, denne zvladne stroj
8 cyklov. Stroj sa po 3 chybéach zasekne a treba ho servisovat. Aké je Sanca, ze stroj bude
fungovat bez zastavenia celé dva pracovné tyzdne?

Cvicenie 5.25. Vyskumnicka musi ziskat 20 dotaznikovych odpovedi. Kazdy ¢lovek odpovie
na ziadost odoslat dotaznik s pravdepodobnostou 40%. Aké je pravdepodobnost, ze musi
vyskumnicka oslovit viacej ako 50 Tudi?

Cvicenie 5.26. Ukazte, ze limita pravdepodobnostnej funkcie hypergeometricky rozdelenej

nahodnej premennej sa blizi k pravdepodobnostnej funkcii binomicky rozdelenej nadhodnej
premennej pre M /N — p.
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Cvicenie 5.27. Odvodte varianciu pre ndhodnii premennt X ~ Bin(n,p).

Cvicenie 5.28.
(A) Doplite velkost chybajicej hodnoty p(5).
(B) Doplnte velkost chybajtcej hodnoty px(5) a px(6) tak, aby E[X] = 3.6.

(C) Dopliite velkost chybajticej hodnoty py(4),px(5) a px(6) tak, aby E[X] = 3.2 a Var[X] =
1.56.

(A) Pravdepodobnostna funkc(B) Pravdepodobnostnéa funkc(C) Pravdepodobnostné funkc

< < <
o 7] o 7] o 7]
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Cvicenie 5.29. Mame ndhodnu premennd, ktorej realizacie st 7,8,8,9,8,7,8,8,7,6,7,8,8,8,7,6,7,6,7,7,8,9,8,7,9,6,9.¢

Co by ste povedali, aké je priblizne stredné hodnota?
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Cvicenie 5.30. Doplnte

Pravdepodobnostné funkcia Pravdepodobnostné funkcia
Pois(__ )
= =
] ]
x 83 1 1 ¢ x saA .
E_’ o I I I I I I E_’ o I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 0 2 4 6 8 12
k k
Pravdepodobnostné funkcia Pravdepodobnostné funkcia
(0.3) Bin( ,0.4)
= =
] ]
>< 8 g | | | T | >< 8 g 1 | | | | 1 |
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k k

Cvicenie 5.31. Prepojte

A
B

(A) Rovnomerné rozdelenie.
(B) Bernoulliho rozdelenie.
(C) Binomické rozdelenie.

(D) Poissonovo rozdelenie.

(E) Geometrické rozdelenie.
(F
(G

) Hypergeometrické rozdelenie.
) Negativne binomické rozdelenie.
s nasledujicimi situdciami/talohami

(1) Pocet spravne uhddnutych odpovedi na externej maturitnej skiske.

(2) Sanca, 7e zo siedmych gumenych medvedikov, ktoré si vybereme z balicka je prave 5
¢ervenej farby. V balicku je 80 macikov (rodinné balenie) a z nich 33 je ¢ervenych.
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(3) Sanca, ze sa nam podari urobit skisku bez ucenia, ked madme pravo na dva opravné
terminy.

4
)
6
7

Pocet rastlinnych druhov na ndhodne vybranom kusku pody.
Sanca, ze ndhodne vybrand fixka je modré.

(4)
(5)
(6) Vyhra v stavkovej spolo¢nosti, kde kurz implikuje pravdepodobnost vyhry 36%.
(7)

Rok, kedy konecne prvykrat stihnem urobit danové priznanie bez odkladu.
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6 Spojita nahodna premenna

Doteraz sme hovorili o ndhodnych premennych, pre ktoré bola mnozina hodnot, ktoré nado-
budali, konecnd alebo nanajvys spocitatelna. Existuje velka skupina situdcii, kedy je lepsie
uvazovat o ndhodnej premennej, ktord nadobida nespocitatelne vela hodnot, napriklad aké-
kolvek realne cislo.

Existuju rozne Specifické typy spojite rozdelenych ndhodnych premennych

o rovnomerné rozdelenie na intervale (a,b),
e normalne rozdelenie,

¢ exponenciilne rozdelenie,

o t-rozdelenie,

o chi-kvadrat rozdelenie,

a mnoho mnoho inych.

6.1 Funkcia hustoty spojite rozdelenej ndhodnej premennej

Popisovat ndhodnost pre tieto premenné si vyzaduje iny pristup. Pre diskrétne ndhodné pre-
menné stacilo pravdepodobnosti vymenovat. Teraz to nie je mozné, lebo ich je prilis vela (kon-
krétne nespocitatelne vela) a pravdepodobnost toho, ze ndhodnéd premennéd bude nadobtidat
prave nejaku konkrétnu hodnotu bude 0.

Na popis nahodnosti mézeme stile pouzivat kumulativnu distribu¢nt funkciu, ale namiesto
pravdepodobnostnej funkcie budeme pouzivat funkciu hustoty (alternativne funkciu hus-
toty spojite rozdelenej ndhodnej premennej.)

Hovorime, ze spojite rozdelend ndhodnd premennd X mé funkciu hustoty fy(x), kde fyx : R —
R, ak plati:

b
Pla< X <b)=P(X €a,b]) :/ fx(x)dx

Nizsie je priklad, ako moze vyzerat funkcia hustoty spojite rozdelenej ndhodnej premennej a
jej prislusna kumulativna distribu¢na funkcia.
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fx(x)

Funkcia hustoty Kumulativna distribu.n& funkcie
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Funkcia hustoty fy mé rdozne vlastnosti:

P(Xza)=P(a§X§a)=/afx(fE)dx=0,

teda pravdepodobnost udalosti, Ze nahodna premennd nadobiida konkrétnu hodnotu a
je nula, a to dokonca pre tplne hocijaki hodnotu a € R.

fx(x) > 0 pre vSetky = € R - hustota pravdepodobnosti musi byt vSade nezdporna.

Fy(t) = fj . [x(@)dz - hovori o vztahu medzi kumulativnou distribuénou funkciou a
funkciou hustoty. Pri spojite rozdelenej ndhodnej premennej neméme problém s deri-
vovanim funkcie F'y. Pripomenme, zZe pri diskrétne rozdelenej ndhodnej premennej ma
funkcia F'y “skoky” v bodoch z, kde py(x) > 0, a teda v tychto bodoch nie je funkcia
F'y spojitd, takze ani diferencovatelna.

P(X € R) = LO:O fx(x)dx =1 - tu ide o analégiu k Zmegx px(x) = 1 v diskrétnom
pripade. Pravdepodobnost, Ze ndhodna premennd nadobuda nejaki hodnotu, je 1.
fx(@) = 2LFy(2) - toto vyplyva zo vztahu medzi derivdciou a integrdlom, nazjva sa

zakladna (fundalmentdlna) veta integralneho poctu. Kumulativna distribucnd funkcia F'y
je primitivnou funkciou funkcie hustoty f.

O funkcii hustoty mdzeme uvazovat tak, ze

f(x)A ~ f;JrA f(s)ds=Px < X <zx+A)=Fy(x+A)— Fx(x), pre nejaké malé ¢islo A.

Vo vSeobecnosti mame
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P(X €)= [ fy@yiz,

A

kde symbol | N znadi integrovanie cez oblast A.

Nasledujuci obréazok ilustruje ako sa vypocita pravdepodobnost udalosti, ze ndhodné premenna
padne do intervalu (0, 3), teda P(X € [0,3]) = P(0 < X <3) = [’ fx(z)dz = Fy(3)—Fx(0)

Funkcia hustoty Kumulativna distribu.na funkcie
o i = X _]
N Vi o
o Y n

u g

fx(x)
0.10
l
Fx(t) =
0.4
l l

0.00
I
0.0
I

Dalsf obrazok ukazuje P(X € [4,6]) = P(4 < X <6) = f46 fx(z)dx = Fx(6) — Fx(4) pre int
funkciu hustoty:

Funkcia hustoty Kumulativna distribu.na funkcie
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Plocha pod grafom funkcie hustoty, teda integral funkcie fy cez nejaky interval, urcuje prav-
depodobnost, Zze ndhodna premenni nadobudne hodnotu v tomto intervale.

Tu je ilustracia pre nejaku int funkciu hustoty a P(X € [-1,4]) = P(—1 < X < 4) =
4
Ll fx(x)dz = Fx(4) — Fx(—1)

Funkcia hustoty Kumulativna distribu.n& funkcie
o
N -
o
= 9 _|
ka9 —
o

fx(x)
0.10
|
0.4
|

0.00
| |
Fx(t)
0.0 .
_

A dalsi obrazok ukazuje int funkciu hustoty a P(X € [3,9]) = P(3< X <9) = fgg fx(z)dx =
Fy(9) = Fx(3)

Funkcia hustoty Kumulativna distribu.n& funkcie
A i ——
4 = X _]
o n Vi o
_ ka9 —
X ] o
= 3 4 oS
o - o
u =
_| it m
8 o |
o T T T T 1 © T T T T 1
-10 0 5 15 -10 0 5 15
X t

Priklad 6.1. Majme ndhodnd premenni X, ktord mé nasledovni funkciu hustoty: fy(x) =
1e7%/2 pre x > 0, inak fx(z) = 0. Vypocitajte P(1 < X < 2).
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1
P1<X<2) = / fx(z dac—/ 2e—r/2da;
_ fx/2] [ 72/2] [671/2]
*1/27 1~ 23.87%.

Situdcia je ilustrovand nizsie:

Funkcia hustoty

<
3 -
- |
o)
NE
N -
o _]
© I I I I I
0 1 2 3 4
X

Priklad 6.2. Uvazujme ndhodnt premennid X, ktord modeluje IQ nadhodne vybraného c¢lo-

veka z danej populdcie. Tato ndhodnd premennd mé nasledovnu funkciu hustoty fy(x) =
1 (z—100)2

15\1/56 27152, Vypocitajte pravdepodobnost, ze ndhodne vybrany c¢lovek z tejto populacie
bude mat I1Q vicsie ako 130.

130 130
1 1 (2—100)2
P(X>130) = 1—-P(X<130)=1 —/ fx(z)de =1 —/ ez 152 dx
. | 15v2n

= - ~1-0.9772 = 2.28%.

Tento integral nemé analytické (“pekné”) riesenie a treba ho zratat numericky pomocou podi-
tacového programu.

Nasledujtci obrazok tito situaciu ilustruje
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Funkcia hustoty 1Q

fx(x)
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6.2 Charakteristiky spojitych ndhodnych premennych

Stredna hodnota spojite rozdelenej nahodnej premennej je

B[] = / 2 (),

ak [ O:o |z| fx (z)dz < co. Teda ide o hodnoty x vdhované hustotou pravdepodobnosti fy(x).

Nasledujuci obrazok ukazuje stredné hodnoty pre nahodné premenné s réznymi funkciami
hustoty:

fx(x)
0.00

[

fx(x)
0.00

| 11]

fx(x)
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fx(x)
0.00

LU
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Strednd hodnota mé aj pre spojite rozdelenii ndhodnii premennt interpretaciu taziska. Ak by
sme si predstavili funkciu hustoty ako tenky kovovy plat, tak strednd hodnota je miesto, v
ktorom by sme museli tento plat podopriet tak, aby bol v rovnovahe.

Pri poéitani strednych hodnét ale aj pri poc¢itani pravdepodobnosti si budeme musiet spomentt
ako sa integruje. Existuje konecny pocet trikov, ktoré si postacujice na vypocitanie velkej
vacsiny intergralov, s ktorymi sa stretnete v ramci pravdepodobnosti a Statistiky:

e néjdenie primitivnej funkcie
e integrovanie per partes
o substiticia

Iné techniky, ako napriklad vyuzitie trigonimetrickych identit alebo rozklad na ¢iastoéné
zlomky, sa pre nase potreby budud vyuzivat len zriedka, az vobec.

Priklad 6.3. Majme ndhodnt premennt X, ktord m4a nasledovni funkciu hustoty fy(z) =
1e7%/2 pre x > 0 inak fy(z) = 0. Vypoditajte E[X].

E[X] = /OO xfy(x)dr = /Oo x%e’”/Qdaz
—00 0

Funkcia hustoty a stredna hodnota

0.4

fx(x)
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Strednd hodnota stransformovanej ndhodnej premennej g(X), kde g : R — R, je

E[g(X)] = / o) [ ().

Poznamenajme, Ze aj pre spojiti ndhodnt premennt plati E[aX + Y] = aE[X] + DE[Y], teda
strednd hodnota je linedrny operator.

Variancia hodnota spojite rozdelenej nahodnej premennej je
VarlX] = B[(X ~ B[X)?] = [ (o~ B(X)Pfx(w)dz,

ak LO:O |22| fx(z)dx < co. Aj pre spojite rozdelentt nshodnti premennti plati Var[X] = E[X?] —
(E[x])>.

Priklad 6.4. Majme nahodnt premennt X, ktord méa nasledovnt funkciu hustoty fy(z) =
%e*””/z pre x > 0, inak fy(z) = 0. Vypocitajte Var[X].

E[X] = ... [ukdzali sme vyssie|- =2
E[X?] = ..[dva krdt per partes]--- = 8
Var[X] = E[X?]—(B[X])’=8—-22=4

Median spojite rozdelenej nahodnej premennej X je takd hodnota M, pre ktori plati

P(X < M)=P(X >M)=0.5.

Medién je takd hodnota, Ze napravo aj nalavo od nej je 50% pravdepodobnostnej masy. Ludia
sa Casto c¢uduju, ked v médidch zaznie informacia o priemernej mzde v hospodarstve. Zda sa
im privelkd. Mnoho Iudi totiz intuitivne stotoznuje priemer s medidnom, tieto hodnoty vsak
mozu byt vyrazne iné, najmé pri rozdeleniach, ktoré su typické pre mzdy. Na nasledujicom
obrazku je takd naklonend funkcia hustoty (nech si to mesa¢né mzdy v tisisoch eur). Kym
medidn (prerusovand ¢iara) je 1, tak strednd hodnota (plnd ¢iara) je priblizne 1.65. Takze
priemerna mzda v tomto hospodarstve je 1650eur ale len polovica Iudi m4a plat aspon 1000eur.
Preto informécia v televiznych spravach o priemernej mzde sa moéze zdat mnohym ludom
privysoka.
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Funkcia hustoty, median a stredna hodnota
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Priklad 6.5. Majme ndhodni premennti X, ktord ma nasledovni funkciu hustoty fy(z) =
%6*1/2 pre z > 0, inak fy(x) = 0. Vypocitajte jej median.

Vieme, ze kumulativna distribu¢nd funkcia vyzera nasledovne

0, ak t <0,
Fx(t) = {1 —et2, akt>0.

Preto median je hodnota M, ktoré riesi nasledovni rovnicu

Fy(M)=1—eM?2=0.5,

preto M = 2log(2).
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6.3 Rovnomerné rozdelenie

Hovorime, Ze spojitd ndhodnd premennd X mé rovnomerné rozdelenie na intervale [a, b],
ak ma nasledovnua funkciu hustoty:

1
I R=r ak x € [a,b],
Ix(@) {0. inak

Tomu zodpoveda kumulativna distribuéné funkcia:

0, ak t < a,
Fy(t) =< &%, aktela,b],
1, ak t > b.

Taktto ndhodni premennu oznacujeme ako X ~ Unif|a, b],

Toto rozdelenie je vhodné, ked vyberame rovnomerne ndhodne ¢islo z intervalu. Rovnomerne
znamena, ze pravdepodobnost, ze ndhodna premenna nadobudne hodnotu v dvoch intervaloch
rovnakej dlzky, je rovnakd. Teda nijakym sposobom neuprednostiiujeme ziadne hodnoty pred
inymi.

Funkcia hustoty Unif[0,1] nulativna distribu.na funkcia Unii
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Stredna hodnota a variancia pre takito ndhodnti premennt st

[ b
E[X] = / fo(x)dx—/xbiadx

B x? b_b—i—a
o 20—a)f, 2
1

Var[X] = =1

(b—a)?.

Nasledujuci obrazok porovnava rovnomerne rozdelené nahodné premenné pre rozne intervaly.

Funkcie hustoty

Unif(6, 9)

Unif(-1, 3)

fx(x)
0.0 0.1 0.2 0.3 04

6.4 Normalne rozdelenie

Hovorime, Ze spojitd ndhodné premenna X mé normalne rozdelenie s parametrami p a o2,

ak ma nasledovnu funkciu hustoty:

1 1 (z—p)?

e 2 o2
oV 2T

Tomu zodpoveda kumulativna distribu¢na funkcia:

fx(z) =
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Taktto ndhodnt premenniti oznacujeme ako X ~ N(pu, o?).

Kumulativna distribuéna funkcia normalneho rozdelnia nema pekné analytické riesenie. Pre
Specidlny pripad, ked p =0 a o = 1, teda pre N(0, 1), rezervujeme pre funkciu hustoty aj pre
kumulativnu distribu¢ni funkciu Specidlne symboly:

t t ¢
1 22 1 (@-0)2
(1) E/ o(x)dx :/ me_ngj :/ : 2776_% = dor.

Rozdelenie N(0, 1) nazyvame normované normélne rozdelenie alebo aj Standardizované
normalne rozdelenie.

Normaélne (Gaussovské) rozdelenie je jedno z najdédlezitejsich pravdepodobnostnych rozdeleni
v Statistike. Tvar jeho hustoty pravdepodobnosti je znamy Gaussovsky zvon. Jeho dolezitost
plynie najmaé z toho, Ze je to limitné rozdelenie pre aritmeticky priemer pre nezévislé a rovnako
rozdelené pozorovania zo (skoro) hocijakej distribticie. O tomto vysledku sa budeme rozpravat
este vela, nazyva sa Centrdlna limitna veta, ale o tomto az neskor. Prekvapivo rézne veci v
prirode alebo v spolo¢nosti sa spravaji ako normélne rozdelenie, alebo aspon podobne ako
normalne rozdelenie.

e IQ v populécii,

o Krvny tlak v populécii,

¢ Rozne biologické merania - diiky, povrchy, objemy,

e Chyby merania pri fyzikalnych experimentoch,

¢ Vysledky maturitnych testov,

o Narast hodnoty akcii na burze cennych papierov,

o Ak zahrievate ty¢ v jednom bode, tak teplota v nejakom case bude vyzerat ako toto
rozdelenie. Toto je riesenie diferencidlnej rovnice, ktord sa nazyva rovnica vedenia tepla,

e cCokolvek sa sprava ako difizia, napriklad pohyb plynu v priestore - ako daleko moze
antilopa zacitit Selmu (viacrozmerné normaélne rozdelenie).
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Funkcia hustoty Kumulativna distribu.n& funkcie
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Stredna hodnota a variancia pre takito nadhodnt premennt st
BX] = o=
Var[X] = - =02

Nasledujtci obrazok porovnava Normalne rozdelené ndhodné premenné pre rézne parametre.

Funkcie hustoty
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Normalne rozdelenie ma rozne vlastnosti, vdaka ktorym sa s nim dobre pracuje, napriklad:

e Ak je X ~ N(u,0?), potom plati, Ze aX + b ~ N(au + b, a?0?). Teda linedrna transfor-
macia normalne rozdelenej ndhodnej premennej je stale normélne rozdelena,
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o Ak X; ~ N(pq,0%) a Xy ~ N(uy,03) a st nezavislé, potom je aX; + bX, ~ N(ap, +
b,u27 CLZJ% + bQU%)‘

6.5 Exponencialne rozdelenie

Hovorime, ze spojitd ndhodna premennd X ma exponencidlne rozdelenie s parametrom A,
ak ma nasledovnua funkciu hustoty:

Xe ™ ak x>0,
€T =
Ix(@) {O. inak

Tomu zodpoveda nasledovné kumulativna distribuéné funkcia:

0, ak ¢ <0,
Fx(t) = {16M, ak t >0,

Takuto ndhodnt premenni oznacujeme ako X ~ Exp(\), a ma jeden parameter, \.

Toto rozdelenie modeluje napriklad

o cCas dokym nenastane nejaka situdcia/udalost (pride zdkaznik, zaplava, zemetrasenie),
o cas rozpadu radioaktivnych céastic,

¢ doba obslizenia zdkaznika,

e Cas medzi udalostami, ktorych pocet je modelovany Poissonovym rozdelenim.

Funkcia hustoty Kumulativna distribu.na funkcie
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Stredna hodnota a variancia pre takito ndhodnti premennt st
E[X] = / xfy(x)dx :/ rAe Mdx
—00 0
= [z (—e’m)]zo —/ 1. (—e’)‘x) dz
0
1 > 1 1
= oo [l oo (1) =L
IAG . VAR
Var[X] = - = —.

Tu je porovnanie exponencidlne rozdelenych ndhodnych premennych pre rézne parametre A = 3
(modrou farbou) a A = 6 (¢ervenou farbou).

Funkcie hustoty
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Exponencialne rozdelenie ma jednu déleziti vlastnost a to, ze si nepamdtd. Majme ziarovku,
ktorej zivotnost (oznacena ako W) je modelovana exponencidlnym rozdelenim s parametrom .
Napriklad ak priemerné zZivotnost je 1000 hodin, tak A = 1/1000. Vieme, Ze ziarovka uz funguje
500 hodin (nech je toto a). Aké je pravdepodobnostné rozdelenie jej dalsej zivotnosti?

PW>t+anW >a) PW>t+a)
PW >t+alW>a) = POV > a) = POV > a)

e*)\(t+a)

e—)\a

= eM=P(W >1t).
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Pouzivana ziarovka je rovnako dobra ako nova (!). A je uplne jedno, ako dlho uz funguje.
Exponencidlne rozdelenie preto dobre modeluje ¢as medzi udalostami, ktoré nastanta zrazu ,
alebo zivotnost objektov, ktoré nestarnid. D4 sa dokonca ukazat, Ze toto je jediné rozdelenie,
ktoré ma takuto vlastnost. Pre modelovanie Zivotnosti veci, ktorych Sanca zlyhania v case
rastie alebo klesé, sa pouziva nejaké bohatsie rozdelenie, napriklad Weibullovo.

6.6 Chi-kvadrat rozdelenie

Hovorime, Ze spojitd ndhodna premenna X ma chi-kvadrat rozdelenie s k stupnami volnosti,
ak ma nasledovnii funkciu hustoty:

1
fx(z) = T (1 /2)

Distribu¢néa funkcia, podobne ako pre normélne rozdelenie, nemé pekni analyticki formulu.
Pri praci s nou sa spolichame na softvér.

k/2-1p—x/2

xT (&

Taktto ndhodnti premenni oznacujeme ako X ~ x2 a toto rozdelenie popisuje pravdepodob-
nostné spravanie

X+ X3+ + X3
kde X, ~ N(0,1) a zaroven st {X;}¥ | nezdvislé ndhodné premenné.

Rozdelenie x3 je uzito¢né pri Statistickom testovani hypotéz. Konkrétne odhad variancie bude
viest na Statistiku, ktord bude po vhodnej transformécii rozdelena ako 3.

Strednéd hodnota a variancia pre takito ndhodnd premenni sd

E[X] = EX{]+EX]+-+EXF] =141+ +1=k
Var[X] = - =2k
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Funkcia hustoty Kumulativna distribu.n& funkcie
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Tu je porovnanie x? rozdeleni ndhodnych premennych pre rozne parametre k = 3, 6:

Funkcie hustoty
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6.7 Studentovo rozdelenie (t-rozdelenie)

Hovorime, Ze spojitd ndhodné premenna X ma Studentovo rozdelenie s k stupnami volnosti,
ak ma nasledovnii funkciu hustoty:
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Tk 2\ 3
2= x
Fele) = gt (142
vk I‘( ) k
Predpis kumulativnej distribuc¢nej funkcie je tiez komplikovany a nie je uzito¢né si ho pamé-
tat.
Takuto ndhodnt premennid oznacujeme ako X ~ T

Studentove t-rozdelenie bude uzitocné pri testovani Statistickych hypotéz, napriklad ked
chceme porovnat, ¢i maja dva sibory pozorovani z nejakych ndhodnych premennych rovnaku
stredntt hodnotu. Uvazujme Z ~ N(0,1) a V ~ x2, ktoré st nezdvislé. Potom T’

T:

=N

mé Studentovo t-rozdelenie s k stupnami volnosti.

Funkcia hustoty Kumulativna distribu.n& funkcie
™ - © _|
o | Vi o
2 o -
= ° T
— = ©°
o | TS _
o _| Q ]
o T T T 1 o T T T 1
-4 0 2 4 -4 0 2 4
X k

Strednd hodnota (pre k > 1) a variancia (pre k > 2) pre takito ndhodnt premennt st
E[X] = 0,
Var[X] = = ——.

Nasledujici obrazok porovnava t-rozdelené nahodné premenné pre rbézne parametre
k=1,2,6,12 a limitné rozdelenie pre k — oo, teda N(0, 1).
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Funkcie hustoty

0.4

fx(x)
0.2

Rozdelenie ¢; m4 specidlne meno. Nazyva sa Cauchyho rozdelenie a je zaujimavé tym, ze
E[X] neexistuje, lebo nie je splnend podmienka [ O:o |z| fx(x)dr < oo. O takomto rozdeleni
hovorime, ze mé tazké chvosty, lebo pravdepodobnost velkej alebo malej hodnoty x sice
ide k nule, ale prilis pomaly na to, aby bol integral hodn6t vahovanych pravdepodobnostami
konecny.

6.8 Cvicenia

Cvicenie 6.1. Majme ndhodnt premennt s nasledovnou kumulativnou distribu¢nou funkciou:

0, akzx <0,
Fy(z)=4%, akxz€(0,3],
1, akxz>3.

Néjdite a nacrtnite jej funkciu hustoty pravdepodobnosti.

Vypocitajte jej strednii hodnotu a median.

Cvicenie 6.2. Majme ndhodnt premennt s nasledovnou kumulativnou distribu¢nou funkciou:

0, ak x <0,
Fy(z) = {sin(2z), akze(0,%),
1, ak x> 7.
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Najdite a nacrtnite jej funkciu hustoty pravdepodobnosti.

Vypocitajte jej stredni hodnotu a median.

Cvicenie 6.3. Majme nahodnu premennt s nasledovnou funkciu hustoty pravdepodobnosti:

2z, ak x €[0,1],
Ix(@) = {0, inak.

Skontrolujte, ze tato fy je korektnd funkcia hustoty.

Najdite a nacrtnite jej kumulativnu distribu¢ni funkciu.

Cvicenie 6.4. Majme ndhodni premennt s nasledovnou funkciu hustoty pravdepodobnosti:

1
3

Ix(@) =12, akae(1,2),
0

Skontrolujte, ze tato fy je korektna funkcia hustoty.
Najdite a nacrtnite jej kumulativnu distribuc¢ni funkciu.

Vypocitajte jej stredni hodnotu, varianciu a median.

Cvicenie 6.5. Majme ndhodnt premennt s nasledovnou funkciu hustoty pravdepodobnosti:

0, ak z <0,
fx(x) =< asinz, ak x € (0,7],
0, ak z > .

Vypocitajte a tak, aby fy bola korektna funkcia hustoty.
Najdite a nacrtnite jej kumulativnu distribu¢ni funkciu.

Vypocitajte jej stredni hodnotu, varianciu a P(X > m/4)
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Cvicenie 6.6. Majme ndhodni premennt s nasledovnou funkciu hustoty pravdepodobnosti:

4c
et +e*

fx(z) =

Vypocitajte c tak, aby fy bola korektna funkcia hustoty.
Najdite a nacrtnite jej kumulativnu distribu¢ni funkciu.

Vypocitajte jej strednit hodnotu, varianciu, medidn a P(X > 1).

Cvicenie 6.7. Majme ndhodni premennt s nasledovnou funkciu hustoty pravdepodobnosti:

3
Jz—%, akz€(0,2),
Ix(@) = {0, inak.

Néjdite a nacrtnite jej kumulativnu distribuéna funkciu.

Vypocitajte jej strednit hodnotu, varianciu, medidn a P(|X — 1] < 0.5)

Cvicenie 6.8. Nech X ~ Unif[4, 6]
N&jdite kumulativnu distribu¢nt funkciu ndhodnej premennej X.

N4jdite kumulativnu distribuént funkciu ndhodnej premennej X?2.

Cvicenie 6.9. Vyuzitim linearity strednej hodnoty ukazte, ze plati

Var[aX + b] = a®Var[X].

Cvicenie 6.10. Majme ndhodnt premennu s nasledovnou funkciu hustoty pravdepodobnosti:

ce ™ ak x>0,
xTr) =
Ix(@) {0, inak.

Urcite konstantu c.

Cvicenie 6.11. Ukazte, Ze neexistuje ziadna ndhodné premennd, pre ktort plati E[X] =4 a
stcasne E[X?] = 15.

Cvicenie 6.12. Nech X ~ N(0,1) a Y ~ N(1,1)
Ukézte, ze P(X < 3) > P(Y < 3).
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Cvicenie 6.13. Ukazte, ze nasledujice funkcie hustoty st korektné

o (Weibullovo rozdelenie)

azx® e ™" ak x>0,
0, inak

pre a > 0,

o (Pareto rozdelenie)

pre a > 0,

o (Cauchyho rozdelenie)

1 1
Ix@) =t

(pombcka, pozrite sa do tabuliek derivacie pre arctan.)

 (Laplaceho rozdelenie)

fx(z)=e/2,

o (Extreme value rozdelenie)

fx(x) = e exp{—e™"}.

Cvicenie 6.14. Majme nahodni premennt s takouto funkciou hustoty
2
cx®, ak |z| <1,
xTr) =
Ix(@) {0, inak.
o Najdite konstantu c.

o Vypocitajte E[X] a Var[X].
« Vypoditajte P (X > 3)
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Cvicenie 6.15. Majme nahodnt premenni s takouto funkciou hustoty

fxlw) = 5ot

Vypoéitajte kumulativnu distribu¢ni funkciu pre Y = X?2.

Cvicenie 6.16. Majme nahodnd premennu s takouto funkciou hustoty

423, ak 0 <z <1,
fx(z) = .
0, inak.

« Vypoditajte P (X > 2|X > 3).

Cvicenie 6.17. Majme nadhodnt premenni s takouto funkciou hustoty

222z +2), akO0<ax <1,
fule) = {52 T2)
0, inak.

o Vypocitajte Var[Y] pre Y = % +3.

Cvicenie 6.18. Majme kladni spojitit ndhodnti premennt. Ukazte, ze plati
E[X] :/ P(X > x)dx.
0

Cvicenie 6.19. Nech fy a fy, su hustoty pravdepodobnosti ndhodnych premennych X; a
X,. Rozhodnite, ¢i moze platit fy (z) > fx_ (z) pre vietky z € R.

Cvicenie 6.20. Zivotnost si¢iastky je exponencidlne rozdelena so strednou hodnotou 1 rok.
Ak4 je pravdepodobnost, ze ak funguje uz 2 roky, ze bude fungovat dalsie 3 roky?

Cvicenie 6.21. Na nas web pride clovek priblizne kazdych 10min. Ak& je Sanca, ze pocas
polhodinového vypadku nikto nechcel navstivit nds web? (Pouzite exponencidlne rozdelenie.)
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7 Suavis medzi nahodnymi premennymi

Potrebujeme matematicky aparat na to, aby sme vedeli pracovat s viacerymi ndhodnymi pre-
mennymi naraz. Potrebujeme vediet, ako rozne ndhodné premenné spolu stuvisia. Zac¢neme s
dvomi ndhodnymi premennymi X a Y. Dve ndhodné premenné dokopy tvoria dvojrozmerny
ndhodny vektor (X,Y)T. Skiimat stvis medzi ndhodnymi premennymi sa preto neds bez
toho, ze by sme vedeli ako udalosti nastavaja spolu.

ZdruZzena kumulativna distribuéna funkcia Fy, : R?> — [0,1] ndhodného vektora
(X,Y)T je definovana nasledovne:

Fyy(s,t) =P(X <sNY <t)=P(X <s,Y <t).
Ide len o dvojrozmerny ekvivalent toho, ¢o sme uz videli predtym.
Diskrétne nahodné premenné

Ak st elementy ndhodného vektora diskrétne rozdelené nahodné premenné, potom alternativne
mozeme na popis ndhodnosti pouzit zdruzent pravdepodobnostnii funkciu

Pxy(®,y) =P(X=2nNY =y)=P(X =z,Y =y).

Aby tato bola korektnd, tak musi platit

9

o Yz €8x,y €S8y :pxy(z,y) >0,
° Zzegx ZyegprY<x7y 1;

e Vo eSy: Zy&gy Pxy(
e VYyESy: Zw&gx Pxy(

~—

71/) :pX<'T>7
»Y) = Py

) =Dy (y)-

8 8

Spojité nahodné premenné

Ak st elementy ndhodného vektora spojite rozdelené, tak potrebujeme zdruZent funkciu
hustoty fyy(7,7) : R? — R", ktora spliia nasledovnii vlastnost

b d
P(X €la,b]NY €le,d]) = P(X € [a,b,Y € [e,d]) = / / Fry (2, y)dyda.

Funkcia hustoty musi spliiat nasledovné vlastnosti
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e Ve eRyeER: fyy(z,y) >0,

. ff; LO:OfXY(x,y)dxdyzl,

. VxERILO;Ofxy(x7y)dy:fX(m)ﬂ
o Yy € R2LO:O fxy(l'ay)dx:f}’<y)'

Vztah medzi fyy a Fyy je nasledovny:

s t
Fxy(s;t) :/ / [xy (z,y)dydz

2
ny(ﬂc,y) = MFXY($7y>'

Tu je vizualizovant jeden konkrétny priklad pre fyy a Fyy

Tu je vizualizovana pyy a Fyy pre diskrétne rozdeleny ndhodny vektor (X,Y'), kde X a Y st
¢isla, ktoré padni na dvoch nezavislych kockach.

A
i
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7.1 Nezavislé nahodné premenné

Hovorime, ze dve ndhodné premenné X a Y st nezavislé ak

Vo € Sy,y €Sy pxy(®,y) = px(T) - py (y),

ak su diskrétne rozdelené a

Ve e R,y €R: fyy(z,y) = fx(z) - fy(y),

ak su spojite rozdelené. Informacia o pravdepodobnostnych spravaniach X a Y je preto dosta-
tocna na to, aby sme vedeli, ako sa budu spravat spolu.

Alternativna definicia nezavislosti je

VB,,B, CR: P(X € B,,)Y € B,) = P(X € B) - P(Y € B,).

1

alebo, taktiez ekvivalentne

VS,t S [R : FXy<S,t> == Fx(s> . Fy(t>

Polahky si vS§imneme, Ze volbou B; = (—o0, s] a By = (—o0, t] dostdvame vztah s predoslou
definiciou.

Pre nezavislé ndhodné premenné plati, ze ak X a Y st nezavislé potom st aj hy(X) a hy(Y)
sti nezdvislé ndhodné premenné, kde h; a h, st nejaké transforméacie.? Napriklad, X2 a Y, kde

hy(z) = 2% a hy(y) = y.

Priklad 7.1. Majme nasledovni zdruzent hustotu pravdepodobnosti pre nadhodny vektor
(X,Y).

L ak z,y€10,2],
Ixy(zy) =42 0.2
0, inak

St X a Y nezavislé ndhodné premenné?

!Tieto mnoziny B; a B, nemdzu byt hocijaké ale musia byt borelovské. O podrobnostiach sa uéime v kurze
Teérie pravdepodobnosti.

2Tieto transformécie nemodzu byt hocijaké ale musia byt borelovsky meratelné. O podrobnostiach sa uéime,
neprekvapivo, v kurze Teérie pravdepodobnosti.
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7.2 Miera zavislosti

Zatialco pxy, fxy, F'xy popisuji suvis ndhodnych premennych uipline, niekedy mame potrebu
charakterizovat suvis jedinym ¢islom. Podobne ako sme pomocou strednej hodnoty vyjadrovali
centrum distribiicie a pomocou variancie to, ako velmi sa ndhodnéa premenné menila.

Kovarianciou dvoch ndhodnych premennych nazyvame

Cov[X,Y] = E[(X —E[X])(Y — E[Y))].
Pre kovarianciu plati Cov[X,Y]| = E[XY]| — E[X]E[Y] a Cov[X, X] = Var[X].
Pre nezdvislé ndhodné premenné plati E[XY] = E[X]E[Y] a preto Cov[X,Y] = 0.
Pre varianciu suc¢tu dvoch ndhodnych premennych plati:
Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X, Y].
Vysvetlenie je tu a je zalozené na linearite strednej hodnoty:

X +Y)—E[X +Y))?]
)+ (Y —E[Y]))?]

—

]
X —E[X])?+ (Y —E[Y])? + 2 (X — E[X])(Y — E[Y])]
=E[(X -EX])?’| +E[(Y —-E[Y])’] + E[2(X — E[X])(Y — E[Y])]
= Var[X] + Var[Y] 4+ 2Cov[X, Y] .

Takze pre nezavislé ndhodné premenné plati

Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] 4+ 2 Cov[X, Y] = Var[X]| + Var[Y].

Korelaciou dvoch ndhodnych premennych nazyvame

Cov[X,Y] E[(X — EX])(Y — E[Y])]

Corr[X,Y] = sd[X] - sd[Y] - VE[X —E[X])?]- VE[(Y —E[Y])?]

Pre korelaciu plati:

e —1 < Corr[X,Y] <1, je bezrozmernd, t.j. nemd ziadne jednotky,

o Corr[X,Y] = Corr[Y, X]| takze korelacia je symetrickd,

o Corr[X,Y] =41 = Ja,b € R:Y = aX + b, nadobtida hodnoty +1 préve vtedy, ked
je jedna ndhodna premennd linedrnou funkciou druhej,
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o X aY stnezavislé = E[XY]=E[X]|E[Y] = Cov[X,Y] =0 = Corr[X,Y] =0

Skutocnost, ze sivis dvoch ndhodnych premennych vyjadrime jedinym ¢islom, so sebou ne-
sie aj ndklady. Kompaktnejsi popis musi nutne nejakd informéaciu vynechat, ¢o moze, ale
nemusi byt problematické. Nasledujici obriazok demonstruje realizdcie 12 réznych dvojich
nédhodnych premennych (X,Y’), ktoré maja rovnaké E[X], E[Y], Var[X], Var[Y], Corr[X,Y].
(Zdroj: https://cran.r-project.org/web/packages/datasauRus/vignettes/Datasaurus.html). V
tychto pripadoch si zavislosti medzi tymito premennymi velmi velmi roézne. Pozerat sa len
na sumarne charakteristiky je preto zavadzajice.

R a‘wav - bullseye circle
NN e TS, ey
o‘:‘. "gﬁz e "‘oo..;" ¢ Seccnmuun e
di.r.lg. h lines high lines
s \ TR ek TN N,
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[ “ .’ x .- «® ’.
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.\ Ceu g"" 2“'~ L)

v lines wide lines X shape

=
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Koreldcia je miera linedrnej zavislosti. Z toho, ze Corr[X,Y] = 0, nevyplyva, ze X a Y su
nezavislé. A to jednoducho preto, ze medzi nimi moze byt aj ind ako linedrna zavislost, ako
demonstruje nasledovny priklad.

Priklad 7.2. Majme X ~ Unif(—1,1] a Y = X?2. Tomuto zodpovedajti nasledovné funkcie
hustoty

1
bE ak x € [—1,1],
€Tr) =
Ix(@) {0, inak
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=, aky€0,1]
_ 2,9’ a s+
@) {O, inak.

Zdruzend hustota fyy je 0 vsade tam, kde Y > X, ale fy X fy tam nie je nutne 0, preto
X a Y nie st nezdvislé. Zdroven vak plati (ukdzte preco) E[X] = 0,E[Y] = £ a Cov[X,Y] =
E[(X —EX)Y —E[]) =E[(X-0)(X*—3)] =0.

Teda X a Y st zavislé (vSak Y je priamo funkciou X!), ale nekorelované (teda linedrne neza-

vislé).

Priklad 7.3. Nech X ~ N(0,1) a nech

v {X, ak [ X| < ¢,
—X, inak,
Pre hodnotu ¢ velmi malu je Corr[X, Y] ~ —1, naopak, pre ¢ velmi velké je to Corr[X,Y] = 1.
Nakolko sa tato korelacia spojite meni s ¢, podla Vety o strednej hodnote musi existovat
hodnota c také, ze Corr[X,Y] = 0. Na druhej strane, X a Y nemozu byt nezavislé, nakolko Y
je deterministickou funkciou X.

Takto vyzera realizidcia 100 ndhodnych vektorov (X,Y’) s roznymi koreldciami.

Korelacia = -0.9 Korelacia = -0.7 Korelacia = -0.2
> o E > o > ° 7
™ T a (TI o ]
! T T T T 1 I
-2 01 2 3
X
N — N N :
> o - > o > ©
o ] o~ o
| |
X X X

123



Pravdedpodobnostnd funkcia

Y=1 Y=2 Y=3 Y=4

X=1 0.1 0 0.1 0
X=2 0.3 0 0.1 0.2
X=3 0 0.2 0 0
Korelacia = 0.6 Korelacia = 0.8 Korelacia = 0.99
- N N X
> O > o 4 > © 7 /ﬁb
§ - 9 3 P
T T 1T 11
-3 -1 12
X X X

Korelacia hovori o asociacii, ale pozor, nie o kauzalite. Skuto¢nost, ze hodnoty X a Y nejakym
sposobom nastdvaji naraz neznamend, ze X sposobuje Y alebo naopak. Napriklad predaje
zmrzliny (X) su korelované s napadnutiami zralakom (Y'). Neznamenad to ale, Ze tieto premenné
spolu kauzalne suvisia. [udia skratka jedia zmrzlinu ako aj surfuju viacej vtedy, ked je teplo.

Teraz nejaky priklad na pocitanie:

Priklad 7.4. Majme X,Y pre ktoré je pyy vyjadrend nasledovnou tabulkou.
Vypocitajte Corr[ X, Y].
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EX] = 1-(0.14040.1+0)+2-(0.34+0+0.1+0.2)+
3. (04+02+0+0) =2,

E[X?] = 12-(0.1+0+0.140)+2%-(03+0+0.140.2) +
3204024+ 0+0) =44,

Var[X] = E[X2]— (E[X])2=44—4=04,

sd[X] = +/Var[X]~ 0.632,

E[Y] = 1-(014+03+40)+2-(0+0+0.2)+
3:(0140140)+4-(0+0.2+0) =22,

E[Y? = 12-(0.14+03+0)+2%-(0+0+0.2) +
32.(0.1+0.1+0)+4%2-(0+0.2+0) = 6.2,

Var[Y] = E[Y?]— (E[Y])? =6.2 —4.84 = 1.36,

sd[Y] = +/Var[Y]~ 1.166,

E[XY] = 1-1:01+1-2:0+1-3-01+1-4-0+

2-1-034+2-2-0+2-3-01+2-4-02+

3-1-04+3-2-02+4+3-3-0+3-4-0=4.4,
Cov[X,Y] = E[XY]—E[X]E[Y]=44—2.2.2=0,
Corr[X,Y] = 0.

7.3 Cvicenia

Cvicenie 7.1. Zostrojte zdruzeni pravdepodobnostni funkciu pre X,Y tak, aby sicasne
platilo:

. E[X] =2,

. E[Y] =2,

o Cov[X,Y] =0,

« P(X>Y)=05.

Ak sa to nedd dokéazte preco.

Cvicenie 7.2. Majme ndhodné premenné X,Y s nasledovnou zdruzenou funkciou hustoty

2

cy®, akz€[0,2], y €10,1],

fxy(@,y) = { .
0, inak.

Vypocitajte
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)
(b) P(X <1),
(¢c) P(X+Y >2),
(d) P(X>Y),
(e) P(X =3Y),
(f) E[Y],
(g) Cov][X,Y]

Cvicenie 7.3. Majme ndhodné premenné X,Y s nasledovnou zdruzenou funkciou hustoty

c(x® +y), ak0<y<1—2a?

xy(®,y) = {0’ inak.

Vypocitajte

(a) hodnotu konstanty c,
(b) PO< X <),
(c) PY <X +1).

Cvicenie 7.4. Majme ndhodné premenné X,Y s nasledovnou zdruzenou funkciou hustoty

Qaﬂ, akogygl—an,

1
T,y) =
Fxv (@) {O, inak.

(a) Urcte hustotu ndhodnej premennej X.
(b) Urcte hustotu ndhodnej premennej Y.
(c) Zistite, ¢i X a Y si nezavislé.

Cvicenie 7.5. Nech X ~ N(0,1) a nech W ma nasledovni pravdepodobnostni funkciu

%, ak w=1,
%, ak w=—1,
0, inak.

Nech naviac X a W s nezavislé ndhodné premenné. Zadefinujme Y = XW. Ukazte, ze
Cov[X,Y] =0aze X a Y nie si nezavislé.
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8 Zakon velkych cisel

Zakon velkych ¢isel je jednym z najdolezitejsich vysledkov v pravdepodobnosti a statistike. Ho-
vori o tom, ze aritmeticky priemer vypocitany zo stale viacsieho a vacsieho poc¢tu nezavislych a
rovnako rozdelenych ndhodnych premennych sa blizi k skutoénej strednej hodnote.! Zaroven je
to aj vysledok, ktory sme potichu pouzivali len sme o tom nehovorili explicitne. Vzdy, ked po-
uzivame pocitacovu simuldciu na ukazanie akychsi vlastnosti ndhodnej premennej, vyuzivame
fakt, ze pri dostatoc¢ne velkom mnozstve simulécii s tieto odsimulované vlastnosti vypovedné
o skutoc¢nych vlastnostiach.

Priklad 8.1. Majme mincu o ktorej nevieme, ¢i je férova alebo nie. Chceli by sme vediet
akd je pravdepodobnost toho, ze padne hlava (X = 1) alebo znak (X = 0). Teda uvazu-
jeme X ~ Bern(p). Hadzeme mincou, napriklad 8 krdt a dostdvame realizdciu siedmych
nahodnych premennych X, Xy, X3, X, X5, X¢, X7, Xg. HadZeme tak, zZe vysledok kazdého
hodu nesuvisi s tym predoslym, takze {X;}>_; st nezavislé. Kazdé X; je hod mincou, takZe
X, ~ Bern(p) Nevieme aké je p ale intuicia ndm hovori, ze to bude blizke Zle X, /8. Vskutku,
Y = Zle X,; ~ Bin(8,p) a E[Y] = 8p preto E[Y /8] = p. Osem realizécii je dost malo, ¢im
viacej by sme ich mali, tym blizsie by bol aritmeticky priemer skutoénému priemeru.

Zakon velkych ¢isel upresnuje tato intuiciu.

V prvom rade treba zadefinovaf, ¢o znamenena blizke alebo bliZit sa. Cudzim slovom kon-
vergovat. Este predtym, ¢o znamené nezavislost ndhodnych premennych pre viac ako len dve
nahodné premenné.

Hovorime, ze ndhodné premenné X, X,, ..., X, su nezavislé ak plati,

P<X1 < xl)XQ < an'-"Xn < xn) = P(Xl < ‘Tl) P(X2 < $2>P(Xn < xn)

pre vSetky x,, %o, ..., 2, € R.

Alternativne by sme mohli zapisat

leXQ---Xn(xlvx% e y) EP(Xy =2y, Xy =2y, X, = 2,) = P(Xy =2q) P(X; = 2,5) - P(X,, = z,),

pre diskrétne rozdelené ndhodné premenné a vsetky z;, € Sy a
1

LAk tato existuje.
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leXQ...Xn(l’hJ?Qa e Tyy) = le(xl) ’ fXQ(lé) "'an(fvn)a

pre spojité ndhodné premenné a vset'ky Ty, To, ., T, € R, kde fy x .x (¥1,29,...,2,) 0zna-
Cuje zdruzeni mnohorozmernu funkciu hustoty. Plat{ pre nu:

by b,
P(Xl € [alabl]v"'7Xn € [an?bn]) :/ / leXQ»--Xn(x17x27"'axn)dxn“‘dxl‘

Ide len o obycajné zovseobecnenie vztahu z predoslej kapitoly pre viac ako dve premenné.

8.1 Konvergencia podla pravdepodobnosti

Existuja rézne spdsoby blizenia sa ked hovorime o nahodnych premennych. Jeden
takyto koncept si teraz zadefinujeme. Majme postupnost nahodnych premennych
{ X2 = X1, X5, Xgon.

Hovorime, Ze postupnost ndhodnych premennych {X;}:°, konverguje podla pravdepodob-
nosti k ndhodnej premennej X ak plati:

Ve>0: lim P(|X, — X|<e) =1
n—oo
Toto oznacujeme X, —p X.

Pripomenime si, ¢o je vlastne tento objekt P(|X,, — X| <€) :

P(X,—X|<e)=P({weQ:|X,(w) — X(w)| <e€}).

To znamend, ze pre akékolvek malé € existuje nejaké dostatocne velké n, také, ze pre vsetky
n > ny bude pravdepodobnost toho, Ze X,, bude e-blizko X Tubovolne blizka nule.? Pri fixnom
€ sa pozerame na ¢isla a,, = P(|X,, — X| < ¢€) len ako na nejaku postupnost a,,, ktord sa meni
S n.

Specidlnym pripadom je, ak je limitna ndhodné premennd X rovna nejakej konstante, teda ak
X, —pc.

2Tych idenfikdtorov je naozaj vela. Plny zapis je nasledovny:
Ve>0:Ve; >0:3IngeN:Vn>ngy: [PweQ: X, (w)— X(w)| <e})—1] <e.

Vsimnite si, ze rola tychto dvoch malych € a €, je rézna. Kym e kontroluje ako blizko je X, of X, €,
kontroluje ako blizko je hodnota P(|X,, — X| < €) od nuly.
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8.2 Markovova nerovnost

Majme nezapornti ndhodnd premenni X a ¢islo ¢ € R. Potom plati

E[X]

P(X>c¢)<

Dokaz. Skonstruujme ndhodnd premenni Y nasledovne:

v — 0, ak X <,
n c, ak X >c.

Z konstrukcie vyplyva, ze Y < X preto plati E[Y] < E[X]. Preto plati
EY]=c¢c-P(X>¢)+0-P(X <c),

a preusporiadanim dostaneme zeland nerovnost. O

Markovova nerovnost je tesna, to znamend, ze uz ju nemdzeme vylepsit. Ona totiz plati

pre vsetky nezdporné nahodné premenné, takze aj pre Y z ddkazu pre ktoré nastdva priamo

rovnost. Ak by sme chceli vylepsit MN a najst mensiu hornii medzu ako % pre vSetky mozné
nezaporné ndhodné premenné, dosli by sme k sporu, lebo pre Y z dokazu by neplatila.

8.3 Cebysevova nerovnost

Majme ndhodnt premenni so strednou hodnotou g a koneénou varianciou o?. Potom pre
akékolvek ¢islo k > 0 plati:

1
PUX ~ il 2 ko) < 5.
Alternativnou formulaciou, ak zvolime k = £ je
o2
PIX—plz )< %

Doékaz. Oznaéme Y = (X —p)?, ktora je nezdpornd ndhodné premennd a zaroverti plati E[Y] =
o?. Naviac plati

P(IX — | > ko) = P((X — p)? > k20?) < _

kde nerovnost vyplyva z Markovovej nerovnosti. O
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Nezavisle od typu rozdelenia:

o pravdepodobnost, Ze sme viac ako 2 smerodajné odchylky vzdialeny od priemeru je men-
sia ako 1/4,

o pravdepodobnost, ze sme viac ako 3 smerodajné odchylky vzdialeny od priemeru je men-
sia ako 1/9,

o pravdepodobnost, ze sme viac ako 4 smerodajné odchylky vzdialeny od priemeru je men-
sia ako 1/16,

o pravdepodobnost, ze sme viac ako 5 smerodajné odchylky vzdialeny od priemeru je men-
sia ako 1/25.

Toto je ale len hornd medza. V skutocnosti moéze byt tato pravdepodobnost ovela mensia.
Preco je tomu tak? No tato nerovnost je len tak dobréd ako je dobra Markovovské nerovnost v
dokaze Cebysevovej nerovnosti.

8.4 Slaby Zakon Velkych cisel

Pripomenme, ze pre nezavislé ndhodné premenné X, Y plati Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y].

Pre n nezavislych ndhodnych premennych X, ..., X, analogicky plati Var[X; + ... + X,,| =
Var[X;] + ... + Var[X,,].

Pripometime tiez, Ze Var[aX + b] = a*Var[X].? Ide o pouZitie tohoto vysledku, ak Y je kon-
stantnd 1 a teda Var(Y) =0 a Cov(X,Y) = 0.

Var[aX +bY] = E[] (aX +bY] — E[aX + bY))?]
=E[(a(X X)) +b(Y —E[Y])?]
[a2 [(X])% + b2 (Y —E[Y])? + 2ab(X — E[X])(Y — E[Y])]
[a®

[X])?] +E[0* (Y = E[Y])?] + E [2ab (X — E[X])(Y — E[Y])]
Var[X] + 1)2 Var[Y] + 2ab Cov[X,Y] .

Teraz pride jeden z najdolezitejsich vysledkov prezentovanych v ramci tohoto kurzu.

[Dramatickéd pauza.|

3Ak Var[X] < oo.
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Majme postupnost nezavislych nahodnych premennych s rovnakou strednou hodnotou p a
konec¢nou varianciou 2. Potom plati

X Z:;l Xi

= — .
n n pH

Doékaz. Nakolko X, X,, X5, st nezavislé plati

iXi] = Y Var[X;] =

preto

Var X = Var

1
. = —
El Xl/n] 3 Var

Naviac

=1

- E [Zn:Xi/n] - Xn:E[Xi}/n - % —_

Pouzitim Cebysevovej nerovnosti dostavame

2

- o
P(|X,, — ’>€)§Tn
X,

a preto lim,, , . P(|X,, —pu| > €) =0, teda lim,, , . P(|X,, — p| < €) = 1, pre akékolvek ¢ > 0,
¢o sme chceli ukazaf. O

Tu je ilustracia kde sa aritmeticky priemer pre vyrazne iné typy ndhodnych premennych blizi
ku svojej skutoc¢nej hodnote.

N(0,1)
<
s o
§
5_ o
< 9
O o
b
£
< <
?
0 200 400 600 800 1000
n
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Exp(1/3)

Jawaud Aonawiuy

400 600 800 1000

200

Bin(10,0.3)

() oW (@)

O

Jawaud Hjonaswuy

g¢€ G¢ G1T 90

400 600 800 1000
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Aritmeticky priemer
05 1.0 15 2.0 25

I I I I I
0 200 400 600 800 1000

n

Ak vsak vysktSsame Cauchyho rozdelenie, ktoré nem4 strednii hodnotu, dostaneme nasledujici
obrazok.

Cauchy
e TS
e

. /
| | | | | |
0e+00 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05 1le+06

Aritmeticky priemer

n

Zakon velkych ¢isel o tomto pripade nehovori nic.

Priklad 8.2. Nech A je nejakd udalost a nech

1, akwe€ A,
Lalw) = {O inak

je identifikatorova funkcia udalosti A.
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Potom plati E[1,] = 1- P(A4) +0- P(A°) = P(A).

Preto ak odsimulujeme na pocitac¢i 10000 simulacii a v nich A nastala 13 krat, odhadujeme,
ze P(A) je rovné 0.0013. Tento odhad sa bude blizit ku skutoénej hodnote pre stile vicsie
mnozstvo simuldcii. Je to kvoli ZVC, lebo X,, = W = 0.0013, kde X, maji rovnaké
pravdepodobnostné rozdelenie ako 1, a si nezavislé.

Priklad 8.3. Chceli by sme simulacne vypocitat ¢islo 7. Obsah stvrtkruhu so stredom v [0, 0]
s polomerom 1 vo Stvorci [0, 1] x [0, 1] je rovny 7/4. Vygenerujeme mnoho ¢isel z [0, 1] x [0, 1] a
pozrieme sa na proporciu tych, ktoré skoncia vo stvrtkruhu. Nech X, = 1 vtedy ak dané ¢islo
patri Stvrtkruhu. Potom

— |2 2 2

n 4 ne ne

P(‘X1+X2+'”Xn 7T ) < Var[X|] _ %(1_@_

Nevieme vsak kolko je 7 (1—7) (toto cislo chceme aproximovat) ale funkcia p(1—p) nadobtida
svoje maximum v 1/4. Preto

P<‘X1+X2+---Xn T ) 1
n 4| —

Ak napriklad chceme dostat simulaény odhad na 3 desatinné miesta, teda s presnostou 1/1000,
musime zvolit ¢ = 1/4000.*: Ak si chceme byt isty, Ze na$ odhad bude v tomto rozmedzi s
pravdepodobnostou 1%, potrebujeme aby

40002 4,000,000

< 0.01 = n > 400,000, 000.
4n n

Takze potrebujeme aspon 400 miliénov simulacii.”

8.5 Co zakon o velkych &islach nehovori

Hédzeme férovou mincou. Za poslednych 20 hodov ndm nepadla ani raz hlava. Ale vieme, ze
plati ZVC, preto by teraz malo padat viacej hlav, nie?

Veru nie. ZVC hovori o limitnom pripade (a nekoneéno je o dost viacej ako 20). Skutocnost,
Ze sa nam teraz nedarilo hadzat hlavy (alebo hadzat 6ku v doskovej hre) nijakovsky nesivi s
tym, ¢o sa bude diat neskor. Tie hody st stale nezavislé a Sanca uvidiet hlavu je rovnako velka
ako na zaciatku hadzania.

4Je tam € = 1/4000 a nie e = 1/1000 kvdli tomu, Ze chceme mat hodnotu 7 dostato¢ne presnii. Ale v rovnici

3 s
je 7.

5Co je mimochodom dost vela.
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8.6 Cvicenia

Cvicenie 8.1. Porovnajte Markovovskt nerovnost pre P(X > 4) so skuto¢nou hodnotou, ak
X ~ Exp(1/2). Kedy je Markovovskd nerovnost neinformativna?

Cvicenie 8.2. Majme ndhodni premenndt, pre ktoru plati P(X > 0) =1a P(X > 10) =1/5.
Ukazte, ze E[X] > 2.

Cvicenie 8.3. Majme ndhodnt premennt, pre ktort plati E[X] = 10, P(X < 7) = 0.2, P(X >
13) = 0.3. Dokazte, ze Var[X]| > 9/2.

Cvicenie 8.4. Akt velki musime zvolit vzorku nezavislych ndhodnych premennych (s ko-
nec¢nou strednou hodnotou a varianciou), aby bola pravdepodobnost, Ze sa bude aritmeticky
priemer nachadzat blizsie ako dve smerodajné odchylky od strednej hodnoty, asporn 99%?7

Cvicenie 8.5. Majme postupnost X, X,, ... nezavislych ndhodnych premennych so strednou
hodnotou 3.5 a varianciou 35/12. Aka velki musime nastavit hodnotu n, aby sme si boli isti,
ze

P3< X

n

<4)>0.38.

Cvicenie 8.6. Majme postupnost X;, X, ... ndhodnych premennych nezavislych hodov féro-
vou kockou. Kolkokrat musime hodif hockou, aby sme si boli isti, ze

P(3< X, <4)>08.

Porovnajte s predoslym vysledkom.

Cvicenie 8.7. Majme postupnost X, X,, ... ndhodnych premennych, pre ktoré plati P(X, =
n?)=1/na P(X, =0) =1—1/n. Ukdzte, ze X, —p 0 a zroveti lim,_,  E[X,] = cc.

Cvicenie 8.8. Férovou mincou hadzete nezavisle 100 krat. Odhadnite pravdepodobnost po-
mocou Cebysevovej nerovnosti, ze hlavou hodite viac ako 30, ale menej ako 70 krat. Porovnajte
so skutocnou pravdepodobnostou.
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O Centralna limitna veta

Normaélne rozdelenie hra prekvapivo dolezitt tlohu v teérii pravdepodobnosti a v Statistike.
Ukazuje sa, ze aritmeticky priemer z nezavislych, ale rovnako rozdelenych ndhodnych premen-
nych, pokial je poc¢itany z dostatocne velkého mnozstva premennych, sa sprava ako normalne
rozdelend ndhodnd premenna.

9.1 Konvergencia podla distribicie

V minulej kapitole sme si predstavili jeden zo sposobov, ako sa mbze postupnost ndhodnych
premennych blizit k nejakej ndhodnej premennej, konkrétne konvergenciu podla pravdepo-
dobnosti. Existuje aj iny spdsob. Niekedy chceme uvazovat situdciu, Ze pravdepodobnostné
spravnanie prvkov postupnosti ndhodnych premennych sa stile viacej a viacej podoba na
pravdepodobnostné spravanie akejsi limitnej ndhodnej premennej.

Hovorime, ze postupnost ndhodnych premennych {X;}:°, konverguje podla distribtcie k
ndhodnej premennej X, ak plati pre vsetky body x spojitosti funkcie Fy:

lim Fy (x) = Fy(x),

n—oo
Oznacujeme X, —p X.

Plati

Dokaz. Nakolko plati {X, <z} C {X <x+ e} U{|X —X,| > €} (lebo ak plati X,, <z a
X >z + ¢, potom nutne aj | X — X, | > ¢), dostdvame:

P(X,<z) < P(X<z+4e¢+P(X,—X|>e).

Podobnou tvahou dostaneme

P(X<z—¢ < PX,<z)+P(X,—X|>e¢).

Preto plati
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P(X <2—¢) = P(|X, - X| > €) < P(X, <2) < P(X <a+¢)+ P(X, - X| > o).

Ak aplikujeme operator limity na tieto nerovnosti, spolu s vyuzitim definicie konvergencie
podla pravdepodobnosti dostavame

Fy(x—¢) < lim P(X,, <z) < Fy(x+e¢),

n—oo

a tieto nerovnosti platia pre akékolvek e.

V bode spojitosti Fy plati lim_,, Fx(z —¢) = lim_,,Fx(x + €¢) = Fx(z), a preto

lim, ., P(X, <z)= Fx(z), ¢o sme chceli ukazat. O

9.2 Centralna limitna veta

Majme postupnost nezavislych a rovnako rozdelenych ndhodnych premennych X, X5, X5,... s
kone¢nou strednou hodnotou p a koneénou varianciou 0. Potom plati

X, —u

vn

—p Z,

kde Z ~ N(0,1).

p (. L oy X, —
Alternativnym zapisom je, ze ak oznacime Y, = /n== £ potom

Ve eR: lim Fy (z) = ®(x).

n—o0o n

Dokaz je nad rdmec tohoto kurzu, a preto ho vynechavame.

Tu je ilustracie pre rovnomerné rozdelenie. Ide o obrazky odhadov funkcie hustoty. Napriek
velkému mnozstvu simulécii nie st iplne hladké, viacej o takychto odhadoch hustot sa nauc¢ime
na druhom kurze regresie.
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Unif{0,1] pre n=1
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Unif{0,1] pre n=3
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X
Tu pre exponencialne rozdelenie:
Exp(1) pre n=1
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A tu pre binomické rozdelenie:

Unif{0,1] pre n=2

0.0
LI

Exp(1) pre n=2

§|/N|

o
o [ —
-2 0 2 4 6 8 10
X
Exp(1) pre n=50
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Frequency

Frequency

Toto méa dolezité praktické dosledky. My vébec nemusime vedief, aké ma nejakd nahodna
pravdepodobnostné rozdelenie. Ale vieme, ze priemer nezavislych ndhodnych premennych sa
uz bude spravat systematicky(!). Toto je velmi vSeobecny vysledok. Na tomto poznatku je
zalozenych mnoho statistickych testov.

Priklad 9.1. Hadzeme férovou kockou 900 krat. Ideme aproximovat pravdepodobmnost, Ze
uvidime viacej ako 495 hldv. Kazdy hod mincou X, ~ Bern(0.5) a E[X,] = 0.5, Var[X,] = 0.25.

Bin(5,0.2) pre n=1

—

°3|_!|_! 1

-1 0 1

I
2

[ [
3 4

Bin(5,0.2) pre n=3

- 3,4l =

-2 0 2

X

Preto

900
P (Z X, > 495
=1

)

Q

Bin(5,0.2) pre n=2

)

c

(0]

g— ogmml_lu—'_

4] R S S S B — —

* 2 012 3 45

X

Bin(5,0.2) pre n=50

>

(@]

c

% ogl WI

i

(X s
900 900
_ 495
P —05>——05
< " 900 )
v 495
P X, —0.5 . 9505
0.5 0.5
X —05 495
P [ v9oo== 900299
( 0.5 0.5
X —0.5 495 _ 0.5
P [ v9ooo=2 30299
( 05 05
X —0.5
P (\/900 "O = > 3)
1 —®(3) =0.0013

139



Princip vypoctu takychto aproximacii je vzdy rovnaky. Za¢neme s tym, ¢o chceme vypocitat
a ekvivalentnymi upravami to prevedieme na formuldciu CLV.

Priklad 9.2. Majme nezavislé Xy, Xy, X;5 kde X; ~ Unif[0, 1]. Pomocou CLV aproximujte
P(]X,, —0.5] <0.1).

P(|X, —0.5<0.1) = P(V12(X, —0.5)| <V12-0.1)

X —05 0.1
= PV | < V12—
1

L
12 12

X, —0.
— Pl 00 <1

$(1.2) — B(—1.2) = 0.7698.

Q

vers v ) N X —u - . , J .
Vyuzili sme skutocnost, ze \/E"T“ je priblizne normovane normalne rozdelend ndhodné pre-
menna (N(0,1)).

9.3 Cvicenia

Cvicenie 9.1. Majme postupnost nezavislych a rovnako rozdelenych ndhodnych premennych
X17X27X37”'7 kde Xl ~ EXp(].)

Aké velké musi byt n aby platilo P(0.9 < Xn <11)>097

Cvicenie 9.2. Vytah unesie 4tony nakladu. Majme 100 krabic, kazda s priemernou vahou 39kg
a so smerodajnou odchylkou 2kg. Aproximujte pravdepodobnost, Ze vytah bude pretazeny.

Cvicenie 9.3. Majme postupnost nezavislych a rovnako rozdelenych nahodnych premennych
X, X5, X5, -+, kde E[X,] = 200, Var[X;] = 40, n = 100.

Aproximujte pomocou CLV hodnotu P(190 < X,, < 210).
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10 Opakovanie

Prebrali sme tieto témy:

o Interpretacia pravdepodobnosti,

¢ Pravdepodobnostny priestor a jeho vlastnosti,
e Podmienena pravdepodobnost a Bayesova veta,
e Nahodna premennd,

¢ Diskrétne nadhodné premenné,

e Spojité ndhodné premenné,

e Stuvis medzi ndhodnymi premennymi,

o Zakon velkych cisel,

e Centralna limitna veta.

Zaviedli sme si nasledovné pojmy, ktorych definiciu musime poznat. Nové pojmy boli vzdy
oznacované hrubym pismom:

¢ Pravdepodobnostny priestor - mnozina potencidlnych dopadnuti experimentu {2, mno-
zina udalosti &, pravdepodobnost P,

¢ Rozklad mnoziny,

o Nezévislost udalosti,

¢ Podmienena pravdepodobnost,

e Nahodna premenn4,

o Kumulativna distribu¢né funkcia,

e Pravdepodobnostna funkcia,

o Funkcia hustoty pravdepodobnosti,

¢ Stredné hodnota,

e Variancia,

¢ Smerodajné odchylka,

e Medién,

e Zdruzena kumulativna distribu¢na funkcia,

e Zdruzend pravdepodobnostnd funkcia,

e Zdruzena funkcia hustoty pravdepodobnosti,
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Nezéavislost ndhodnych premennych,
Kovariancia,

Korelacia,

Konvergencia podla pravdepodobnosti,
Konvergencia podla distribucie.

Taktiez musime poznat vlastnosti tychto objektov a aké st medzi nimi vztahy. Je dodlezité
poznat tieto vzfahy:

Néahodnéa premenna a pravdepodobnostny priestor,
Kumulativna distribucné funkcia a pravdepododobnost,
Kumulativna distribu¢né funkcia a pravdepodobnostnd funkcia,
Kumulativna distribuc¢nd funkcia a funkcia hustoty,

Stredna hodnota, variancia a pravdepodobnosntné funkcia,
Stredna hodnota, variancia a funkcia hustoty,

Strednd hodnota a kovariancia.

Stredné hodnota, smerodajna odchylka a korelacia.

Hovorili sme tiez o tychto vetach/tvrdeniach:

Bayesova veta,

Linearita strednej hodnoty: E[aX + bY| = aE[X] + bE[Y],

Vztah pre varianciu: Var[X] = E[X?] — (E[X])?,

Variancia linedrnej transformécie: Var[aX + b] = a?Var[X],

Z nezévislosti ndhodnych premennych vyplyva, Ze si nekorelované (naopak to neplati),
Pre varianciu plati Var[X + Y| = Var[X]| + Var[Y] + 2Cov[X, Y],

Markovova nerovnost,

Cebysevova nerovnost,

Zakon velkych ¢isel,

Z konvergencie podla pravdepodobnosti vyplyva konvergencia podla distribiicie (naopak
to neplati),

Centralna limitna veta.

Dost ¢asu sme stravili aj spoznavanim roznych pravdepodobnostnych distribucii, ¢i uz diskrétne
alebo spojite rozdelenych:

Diskrétne: Rovnomerné, Bernoulliho, Binomické, Poissonovo, Geometrické, Hyperge-
ometrické a Negativne binomické,
Spojité: Rovnomerné, Normélne, Exponencidlne, Chi-kvadrat a Studentovo.

Ambiciou tohoto kurzu bolo zjednodusit prechody medzi réznymi sposobmi popisu typu né-
hodnosti. Ak mame kompletnii informéciu o pravdepodobnostnom spravani, napriklad formou
kumulativnej distribuc¢nej funkcie, musime vediet odvodit vsetko ostatné. Napriklad funkciu
hustoty alebo jej charakteristiky ako napriklad strednt hodnotu, varianciu, smerodajni od-
chylku alebo median. Familiarita a plynulost prechodu je to, o ¢o sme sa snazili. Znalost
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tohoto jazyka je nutnou podmienkou tspesného pokracovania v stidiu pravdepodobnosti a
Statistiky, ako aj praktickej datovej analyzy.

Cvicné otazky

e Zadefinujte pravdepodobnostny priestor a ndhodni premennt, ktoré budi zodpovedat
stuctu poctu bodiek na dvoch nezéavisle hodenych kociek.

o Dokéazte, ze so spojitej aditivity pravdepodobnosti vyplyva aj koneéna aditivita.

¢ AKk4 je stredna hodnota ndhodnej premennej ktorda nadobtda hodnoty 1,2,3,4,5 s prav-
depodobnostami 7, 5, £, 7, £, kde ¢ je konstanta.

e Nagcrtnite kumulativnu distribu¢ni funkciu ndhodnej premennej, ktord oznacuje pocet
bodiek, ktory padne na férovej kocke.

e Vymyslite pravdepodobnostny priestor a dve funkcie 0 — R, také, Ze jedna z nich bude
nahodna premennd ale druhd nebude.

e Majme diagnosticky test so Specificitou 90% a senzitivitou 99%. Vypocitajte pravdepo-
dobnost choroby v pripade, Ze test je pozitivny.

e Majme dve ndhodné premenné X a Y také, 7e P(X =0,Y =0) =0.06, P(X =1,Y =
0) =024, P(X=0,Y =1)=0.14, P(X =1,Y = 1) = 0.56. Vypocitajte Cov[X,Y]. St
ndhodné premenné X a Y nezavislé?

e Uvazujme ndhodnt premenntd Y o ktorej vieme, ze

pY<1) = 02,

Vypocitajte E[Y], Var[Y],sd[Y].
¢ Majme ndhodnt premennt s nasledovnou funkciu hustoty pravdepodobnosti:

folz) = {(c)(x— %), akx€(0,2),

inak.

Vypocitajte hodnotu konstanty c. Nédjdite a nacrtnite jej kumulativnu distribuc¢ni fun-
kciu. Vypocitajte jej stredni hodnotu, varianciu, medidn a P(|X — 1] < 0.5)
¢ Majme ndhodné premenné X, Y s nasledovnou zdruzenou funkciou hustoty

cy’, akz€0,3], y €[0,1],

Ixy(®,y) = {O, inak.

Vypocitajte hodnotu konstanty ¢, P(X +Y > 2), P(X > Y), P(X = 3Y), E[Y],
Cov[X,Y].
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¢ Aké je pravdepodobnostné rozdelenie po¢tu uhddnutych otdzok na ABC teste z celkového
poctu 10 otazok, ak vieme, Ze z prvych troch otazok otézok bola spravne zodpovedana
prave jedna otazka?

o Nech je pravdepodobnost nérazu asteroidu na zem 1/10000 za rok. Ak4 je pravdepodob-
nost, ze za 200 rokov narazi asteroid prave jedenkrat?

¢ Ktorym pravdepodobnostnym rozdelenim by ste modelovali: pocet dopravnych neh6d?
Dobu kym nastavne dalsia dopravnd nehoda? Pocet netispesnych ziadosti o grant, kym sa
Vam to nepodari? Vysku africkych slonov? Chybu merania? Priemer z velkého mnozstva
nezavislych ndhodnych premennych?

e Napiste nézov pravdepodobnostného rozdelenie, pre ktoré nemézeme pouzit Zakon vel-
kych ¢isel.

e Skonstruujte dve nekorelované ndhodné premenné, ktoré nie st nezavislé.

e Majme postupnost X;, X,, ... ndhodnych premennych so strednou hodnotou 3 a varian-
ciou 1. Aspon aku velkti musime nastavit hodnotu n tak, aby platilo, ze

P(3< X, <4)>08.

Porovnajte vysledky zalozené na ziklade CebySevovej nerovnosti a Centralnej limitnej
vety.

e Zo skusenosti vieme, ze na matematicky ples sa listky velmi rychlo vypredaja: kazdy
clovek v rade si kiupi v priemere 2.3 listkov zo smerodajnou odchylkou 2. Mame 250
volnych miest a v rade ¢aka 100 Tudi. Aproximujte pravdepodobost, Ze sa kazdému
ujde tolko listkov, kolko chce. Explicitne pomenujte zjednodusujice predpoklady, ktoré
urobite.

¢ Majme 100 muzov na palube lietadla, hmotnost kazdého z nich méa stredntt hodnotu 80
a smerodajnd odchylku 10. Pomocou CLV aproximujte pravdepodobnost, ze ich celkova
hmotnost nepresiahne 9000kg. Uvazujte, ze ich vahy st nezavislé.

| Spétna vazba,

Budem velmi rad za akukolvek spatni viazbu. Preklepy, logické chyby, nejas-
nosti. Dakujem!

[J v .
1 Pokracovanie

Na tento kurz nadvizuje praktickejsi kurz vo vypoctovom prostredi R. Tento nadvézujici
kurz je na https://lukaslaffers.github.io/pas2/
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